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РАСПРОСТРАНЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ЗВУКОВЫХ ПУЧКОВ 
В ЭЛЕКТРОПРОВОДЯЩЕЙ ЖИДКОСТИ С ПУЗЫРЬКАМИ ГАЗА

Р а с с м а т р и в а е т с я  р а с п р о с т р а н е н и е  о г р а н и ч е н н ы х  а к у с т и ч е с к и х  в о з м у щ е н и й  к о н е ч н о й  
а м п л и т у д ы  в  э л е к т р о п р о в о д я щ е й  г а з о ж и д к о с т н о й  с р е д е ,  п о д в е р ж е н н о й  д е й с т в и ю  п о с т о 
я н н о г о  м а г н и т н о г о  п о л я .  В  к в а з и о п т и ч е с к о м  п р и б л и ж е н и и  п о л у ч е н о  н е л и н е й н о е  у р а в н е 
н и е  т и п а  Х о х л о в а - З а б о л о т с к о й - К у з н е ц о в а ,  д о п о л н е н н о е  ч л е н а м и , о п и с ы в а ю щ и м и  
э ф ф е к т ы  М Г Д - в з а и м о д е й с т в и я  и  д и с п е р с и и  в о л н .  В  р а м к а х  т а к о й  м о д е л и  а н а л и з и р у е т с я  
в л и я н и е  э ф ф е к т о в  д и с п е р с и и  и  д и с с и п а ц и и  н а  п а р а м е т р ы  и  с т р у к т у р у  с л а б ы х  у д а р н ы х  
в о л н .

Исследование нелинейных волновы х процессов в проводящ их газожидкостных 
средах, подверженных действию магнитного поля, представляет значительный интерес 
при разработке бесконтактных м етодов диагностики и сп особов  управления динами
ческими процессами в двухфазных гидродинамических системах. Теория звуковы х 
пучков применительно к непроводящ им однофазным средам рассматривалась в [ 1 - 3 ] .  
В [4] некоторые результаты этой теории были обобщ ены  на случай электропроводя
щих жидкостей, подверженных действию магнитного поля. Распространение возмущ е
ний конечной амплитуды в газо- и парож идкостных непроводящ их средах исследова
лось в [5, 6 ] .  В [7] численно анализировалось распространение коротких волн в элект
ропроводной жидкости с  пузырьками газа.

В настоящей работе рассматривается распространение ограниченных звук овы х  пуч
ков конечной амплитуды в электропроводящ ей несжимаемой жидкости с  пузырьками 
газа при действии постоянного магнитного поля. Анализ проводится на основе уравне
ний магнитной гидродинамики гомогенной изотропной газожидкостной среды. Методом 
медленно меняющ егося профиля получено уравнение типа Х охлова—З а бол отск ой - 
Кузнецова (Х З К ), дополненное членами, описываю щи ми эффекты МГД-взаимодейст
вия и дисперсии волн. Исследуется влияние газо соде ржания и электропроводности 
жидкой фазы на эволюцию акустических возмущений.

Уравнения магнитной гидродинамики гомогенной газожидкостной среды записывают
ся в виде [4 , 7, 8]

р (vr + (и • V)v) = -  V p  + p(V X Н) X Н + 7?Д|/ +

+ ( f  + ) V (  V v), ( 1)

Hf = vm ДН + V X (v X H ) , 

P r + ( v -  V ) p  + p ( V - v )  = 0,
( 2)

(3)
d2R  3 dR 2 cIR
-----------  + - ( -----------1 1 - 4 Я / Г 1 --------- (4)

p = p /0  -  0) + PgP, (5)

PgP = const,= const, (6)
p /(1 -  0)
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Pg у
Pg = Po ( - —  )  ,  ( 7 )

Pog
pg R 3 = const. (8)

Здесь p, у  = (ы, и, w ), p  — плотность, скорость и давление смеси, Н — напряженность 
магнитного поля, г\ — динамическая вязкость, f  — объемная вязкость, = 1/ро, р -  
магнитная проницаемость, а — электропроводность ж идкости, pf, pg  — плотность жид
кости  и газа соответственно, pg  — давление в газе, R  — радиус пузырька, /3— объемное 
газосодержание (0 = 4rrR3n/3, п -  количество пузырьков газа в единице объема смеси), 
Ро> Pog -  давление в смеси и плотность газа в невозмущ енном состоянии. Соотноше
ния (1 ) —(8 ) получены при целом ряде упрощающих предположений. Так, жидкость 
полагается несжимаемой ( p f  = const) ненамагничиваемой, электрически- и магнито
изотропной, эф ф ектом  Холла и токами смещения Максвелла пренебрегаем. Предпо
лагается, что пузырьки газа распределены в жидкости равномерно, газ является непро
водящ им , процесс сжатия газа — адиабатическим, магнитные проницаемости жидкости 
и газа равны между собой . Уравнения ( 6 ) ,  (8 ) отражают предположения о  том , что 
масса газа на единицу массы  жидкости и масса единичного изолированного пузырька 
остаются постоянными.

Уравнения ( 4 ) - ( 8 )  с  учетом соотношений pg  <  Pf> р «  которы е выпол-
няются для большинства реальных газож идкостных сред, приводятся к  двум  уравне
ниям для плотности и давления смеси

Р  =
Ро

[ 1  +
1 - 0 0  

R o  37

‘  < i > .
-1

Р ~ Р о  ( ~  )  -
к

1 - 0о 

Ро

1 - 0 0

(9 )

d 2 R  
d t 2

3  d R  2
+ "  ( “ Г )  )  - 4 т lR~l 2 d t

d R
d t

г д е  р о  =  p / ( l  -  0 O)  -  п л о т н о с т ь  с м е с и  в  н е в о з м у щ е н н о м  с о с т о я н и и ,  0 О -  н а ч а л ь н о е  га

з о с о д е р ж а н и е . С л е д у е т  о т м е т и т ь ,  ч т о  с о о т н о ш е н и я  ( 4 ) ~ ( 8 )  , ( 9 )  с п р а в е д л и в ы  п р и  ус ло 

в и я х  [9 ]

R 0 < L b < \  0о  < 1 ,

г д е  X  -  х а р а к т е р н а я  д л и н а  з в у к о в о й  в о л н ы ,  L b  -  х а р а к т е р н о е  р а с с то я н и е  м е ж д у  пу

з ы р ь к а м и ,  R q — н а ч а л ь н ы й  р а д и у с  п у з ы р ь к а .

П р е д п о л а г а я  в  д а л ь н е й ш е м , ч т о  д в и ж е н и е  ж и д к о с т и  я в л я е т с я  б е з в и х р е в ы м  ( Д  X  v = 

=  0 ) ,  п р е д с т а в и м  ф у н к ц и и  v , р ,  Н ,  R ,  р  в  в и д е  с у м м ы  н е в о з м у щ е н н о й  и  в о з м у щ е н н о й  

с о с т а в л я ю щ и х

v  =  U 0 + v \  р  =  р 0 + р ' ,  Н  =  Н 0  +  h ',

Р = Р о + Р >  R = R 0 + R '

и  п о л а га е м  I / 1 / I / I  <  1 ,  U 0 =  О ,  Н 0 =  ( Я 0c o s 0 ,  Я 0c o s i / / s i n 0 ,  H 0 s i n  i / / s i n 0 ) , в  = 
= (Н0, О к ) # 0 ,  ^  = (Н0,О у) .
Т о г д а  и з  у р а в н е н и й  ( 1 )  — ( 3 ) ,  ( 9 )  с т о ч н о с т ь ю  д о  в е л и ч и и  в т о р о г о  п о р я д к а  м алости 

п о л у ч а е м

v ,  +  ( v  • V ) v  +  p v ,  =  - V p  + P H ( V  X  h )  X  H 0 +  v A v ,  
p f  +  ( v  • V ) p  +  V  • v  +  p  V  • v  =  0 ,

h , =  v m A h  +  V  X  ( v  X  H 0 ) ,

d 2 R
p  =  - 3 0 OR  -  6 a 0 o — Г  ~  " o

d t 2
d 2 R

-  6 a 0 o (  R  +
d R
d t )

p  =  - 300R  +  3 0 o (3 0 o  -  1 ) Я 2 

d R  3 0 o  ( З 7  +  1 )  .

dt
2

)  +  Vo R

2
d R

d t

R



Здесь введены безразмерные величины по формулам (звездочки опущ ены)

Р* = р7ро, h* = h'/H0, x *  = x/L, R *  = R'/R0, p * = p ' l p 0c l , v* = V/c0, I*  = tc0/L

и обозначено vm = / Г \  = pac0L;  c\ = yp Jp oPo ,  "o  = 4v/p0c0L, v = / Г 1; =
= p0c0L /( f  + 4 t?/3); a  = Rl/6L2( i  - 0 O)0O. Р ц  = pHl/p0c l , где / .  -  характерный масштаб 
плановых координат.

Известно, что при распространении ограниченных акустических возмущений ко
нечной амплитуды эффекты нелинейности и дифракции приводят к медленным изме
нениям ф орм ы  и ам тш туд ы  волны как вдоль направления ее распространения, так и 
поперек [ 1 - 3 ] .  Полагая, что изменение характеристик м агнитозвукового поля по
перек пучка происходит быстрее, чем вдоль, представим решения уравнений (10)  
в виде [2 -4 ]

G = G (ex, \ fey ,  V e z ,  r = t - x ) .

где G = (и, v, w, р, р,  h, R )  -  вектор  и ском ы х функций, е  -  малый параметр, характе
ризующий амплитуду возмущ ений поля: р, и, h, р, R  ~  е. К роме того , в дальнейшем 
предполагается, что vf w ~  е  \/е, РИ, г , v m, a  ~  e. Представим иском ы е функции 
в виде разложения по степеням е

G = Gq + eG i + . . . .  (11)

Подставляя (11)  в (1 0 ) и приравнивая члены при одинаковы х степенях в, в двух  низ
ших порядках получаем определяющие уравнения для величин нулевого и первого 
приближений, которы е приводятся к разрешающей системе уравнений относительно 
Ро> Л2о, Л3о (нулевой индекс для простоты  записи опускается)

7  +  1
(Рх ~   ̂ РРт “  &Ртт -  а Рттг ) г  “

2р0

1 р н
~  ~  A j_P  +  ^  ( ^ 0 2 ^ 2 т  +  ^ 0 3 ^ 3 т ) г >

(Л2 +Яо2р)г ”  ^ т ^ 2 т т >  (h 3 — Н о з p)r Vm h 3 TT’ (1^)

Здесь Д_]_ = Э2/ д у 2 + Э2/Э22, Я 02 , Я 0 з — нормированные компоненты невозмущ енного 
магнитного поля Н0 по ося м  . р и г  соответственно (Я 02 = cos»//sin0, Я 0з = sin^sinfl), 
6 = г /2  + г 0/6/30 . При отсутствии магнитного поля ( Рн  = 0 ) из (12 ) получаем уравне
ние типа Х З К  для газожидкостной среды

7 + 1  1
—“  РРт ~  &Ртт -  (хрттт)т -  —

zpo z

Уравнение (1 4 ) отличается от  известного уравнения Х З К  величиной параметров не
линейности и диссипации, а также наличием дополнительного члена, описывающего 
дисперсию акустических возмущ ений, связанную с  конечными размерами пузырь
ков газа. В одном ерном  случае уравнение (1 4 ) сводится к уравнению Бюргерса — КдВ, 
полученному в работе [6] , .  а при дополнительном предположении 5 = 0 — к уравне
нию КдВ, выведенному в [ 5 , 8 ] .  Отметим также, что параметры нелинейности, диспер
сии и диссипации волн в уравнении (1 4 ) обратно пропорциональны величине объем но
го газосо держания. Этот результат объясняется специфическим механизмом передачи 
акустических возмущ ений в газож идкостной среде за счет радиальных колебаний 
пузырьков газа [ 5 - 9 ] .

При наличии внеш него магнитного поля (Рн  Ф 0 ) система уравнений ( 1 2 ) ,  (13 ) 
может быть сведена к одном у уравнению типа Х З К  в двух  предельных случаях, свя
занных с  величиной магнитного числа Рейнольдса R m [4 ] .  При R m >  1 ( v m <  1,  при
ближение идеальной проводимости ж идкости) из (13 ) находим

h2 = H02( P +  vmPr)  + h 3 = Н 0 з (р  + vmpT)  + 0 ( v 2m )
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и, таким образом ,

7 + 1  1
(  Рх -  СН Р т  -  ~  ■ Р Р т  -  Ь т Р т т  -  а Р т т т )т  = ~  Д гР>

zpo Z
(15)

где сн  -  Рн sin2^/2, 5m = 6 + vmPHs\x\2Q)2 . Отсюда видно, что в случае сильной прово- 
димости жидкой фазы смеси наличие магнитного поля приводит к увеличению ско
рости распространения возмущ ений и дополнительной диссипации волн за счет маг
нитогидродинамических эф ф ектов. При R m  <  1 (приближение слабой проводимости) 
из (1 3 ) получаем

h 2 T = R m H 0 2 p  + 0 ( R 2J t h 3 j  = R m H 0 3 p  + 0 ( R 2m ) .

Следовательно, с  точностью до величин 0 (R 2 )  имеем4 m '

( Р х
7 + 1 1

Р Р т -  ь р тт  -  ар ттт  + S p )r  = -  Д1Р. (16)

где S -  PHR m sin26l2 -  приведенное число Стюарта (параметр МГД-взаимодействия). 
Проанализируем полученные приближения.

Уравнение (15)  представляет собой  обобщ ение на многомерный случай уравне
ния Бюргерса -  Кортевега -  де Вриза (Б К д В ). В одном ерном  приближении (без учета 
поперечной дифракции в пучке) он о приводится к  стандартному уравнению БКдВ

Vx -  W * -  Ьт <рм -  а<рш  = О,

где \р = (7 + 1)р/20о » £ = т + си х . Решения этого  уравнения исследованы достаточно 
подробно [6 , 10] .  В зависимости от  соотнош ения параметров Ьт и а  он о описывает 
слабые ударные волны  с  монотонной (при Ь2т >  2о^0 , = ^ ( - ° ° ) )  или осциллирующей
(при Ь2п <  2а«р0 ) структурой. Преобразование Бэклунда для уравнения БКдВ и его 
точное стационарное решение типа "к и н к ”  бы ло установлено в работе [ 1 1 ] и представ
ляется в виде 

За
■ e x p (-x )s e c h 2(x /2 ),

256 т
а

Х = ( « -
6 а:

5дт -  258т
х )  •

Точное решение двум ерного уравнения БКдВ

(* *  -  -  а{рт \  -  2  b y

записывается аналогичным обр азом  [ 1 2 ] ,  но при этом
а

X =
56.

( £  -  о х  -  b y ) ,

т

г д е я +  6 2 / 2 =  6a?/.256m, b  = const.
Рассмотрим теперь распространение двум ерного гауссового  пучка в слабопроводя- 

щей газож идкостной среде. Постановка задачи сводится к  решению уравнения

1
<*>Х - w T -  Ч г  -  <*рттт +  -ЗДТ =  -  ч>у у

с  граничным условием  

р  = е е ~ у2 sinr, х  = 0.

Решение задачи ( 1 7 ) ,  (1 8 ) будем  искать в  виде асимптотического разложения

Ф = €^>i + е2^2 + —
90
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А м п л и т у д а  в т о р о й  г а р м о н и к и  н а  о с и  п у ч к а  п р и : l - < x  = 6 -  S - 0 t 
2  -  а = 6 = 0 ,0 5 ,  5 = О Д , J -  а  = 0 , 0 5 , 6 = 0 ,0 3 ,  5 = 0 ,4 ,  4 -  а = 0 ,0 5 ,
6 =  0 , 0 3 , 5  =  0 ,6

Подставляя (1 9 ) в ( 1 7 ) ,  (18)  и группируя члены при одинаковы х степенях е, получа
ем уравнения и граничные условия для функций первого и второго  приближений

1
('РIX-  5 ^ 1  Г Т  -  <*PlTTT + ‘f y l ) T -  -  4>lyy,

ifi = е~у sinт, х  = 0,
1 1

(у гх  ~  5^2тг -  а Ч>гтт Т  +  5^2 )т -  ~  'Pi у  у  -  ~(.<Р )тг> ^2 = 0, х  -  0.

(20)

(21)

Решения задач (2 0 ) ,  (2 1 ) находятся с  помощ ью  интегрального преобразования Фурье
[1 ] и записываются в виде

.2

</>!=( 1 + 4 х 2) 1/4ехр [ - ( 6  + 5 ) х  -  1 sin (т -

-  ад: -

V?2 “  Re

2xy
—  + - a rctg2x ) , (22)

exp (  2 / r  -
2 У:

1 -  2  ix
— -  (45 + 5  + 8;a )x  +

+ w) / г -: ,  ' ~ [ erf(\/w) -  erf(Vw(l -  2 /x) ) ] ] ,
V  4 oj( 1 -  2гх) )

(23 )

где со = /(5  -  26 -  6 fa )/2 , erf — интеграл вероятностей. На оси  пучка амплитуда второй  
гармоники определяется выражением

А г = ( 1  + 4 х 2Г 1 / 4е х р [ - ( 4 5 + 5 > + З а ]  •

erf(\/co) -  erf(\/co(l -  2 /дг) )
%/со~

(24)

Результаты расчетов по формуле (2 4 ) приведены на рисунке. Видно, что увеличение 
вязкости или электропроводности жидкости приводит к сущ ественному уменьшению 
амплитуды второй  гармоники.

Анализ полученных результатов позволяет сделать следующие вы воды . Баланс 
нелинейных, диссипативных и дисперсионных эф ф ектов при распространении акусти
ческих возмущ ений в сильно проводящ ей жидкости с пузырьками газа обусловливает
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формирование в такой среде уединенных волн типа ” кин к” , а также слабых ударных 
волн с  монотонной или осциллирующей структурой. Наличие электропроводности 
и приложенного магнитного поля позволяет оказьюать управляющее воздействие на 
амплитуду и скорость распространения возмущ ений, изменять величину параметра 
диссипации д т  и , таким обр а зом , регулировать условия перехода от  монотонного 
к осциллирующему профилю ударных волн.

В случае слабой электропроводности жидкой фазы смеси наличие магнитного поля 
и эффектов вязкости  приводит к  диссипации акустических возмущ ений и затуханию 
волн по экспоненциальному закону. При этом  влияние МГД-диссипации проявляется 
равномерно для всех  м од , а вязкая диссипация приводит к  более сильному затуханию 
высш их гармоник. Наличие дисперсионных эф ф ектов в слабо проводящ ей газожидкост
ной среде проявляется в сдвиге фаз и изменении скоростей распространения волн раз
личных частот и, следовательно, приводит к расплыванию первоначально локализован
ных возмущ ений.
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S.V. Korsunskii

PROPAGATION OF NONLINEAR ACOUSTIC BEAMS IN ELECTRICALLY 
CONDUCTING LIQUID CONTAINING GAS BUBBLES

T h e  p r o p a g a t io n  o f  s p a c e -b o u n d e d  a c o u s t i c  d is t u r b a n c e s  o f  s m a ll b u t  f in i t e  a m p l it u d e  in  t h e  e le ctr ica lly  
c o n d u c t in g  g a s liq u id  m ix t u r e  u n d e r  a c t i o n  o f  c o n s t a n t  a m b ie n t  m a g n e t i c  f ie ld  is  in v e s t ig a te d . In  q u a s i-op tic  
a p p r o x im a t io n  t h e  g e n e r a liz e d  n o n l in e a r  e v o lu t io n  e q u a t io n  o f  C h o c h l o v - Z a b o l o t s k a y a - K u z n e t s o v  type 
is  d e r iv e d  ta k in g  in t o  a c c o u n t  d is s ip a t io n ,  d is p e r s io n  a n d  M H D  — in t e r a c t io n s  e f f e c t s .  I n  s u c h  a p p ro x im a tio n  
t h e  in f lu e n c e  o f  d is p e r s io n  d u e  t o  g a s -c o n t a in in g  a n d  d is s ip a t io n  d u e  t o  v i s c o s i t y ,  h e a t  a n d  e le c t r i c a l  con d u 
c t iv i t y  o f  m e d ia  o n  t h e  p a r a m e te r s  a n d  s t r u c tu r e  o f  w e a k  s h o c k  w a v e s  is  s t u d ie d . I t  is  s h o w n  t h a t  in  the 
e le c t r ic a l ly  c o n d u c t i n g  u n c o m p r e s s ib le  l iq u id  c o n t a in in g  b u b b le s  o f  n o n - c o n d u c t in g  g a s  t w o  t y p e s  o f  magne- 
t o s o n i c  w a v e s  e x i s t  -  s lo w  a n d  fa s t ,  a n d  i n  t h e  l im it  o f  h ig h  e l e c t r o  c o n d u c t i v i t y  o f  m e d ia  M H D -e f f e c t s  le a d  to 
in c r e a s in g  o f  w a v e s  s p e e d  a n d  d e c r e m e n t  o f  w a v e s  d is s ip a t io n . I n  t h e  l im it  o f  s m a ll e l e c t r o  c o n d u c t iv i t y  of 
m e d ia  M H D  -  in t e r a c t io n s  le a d  t o  e x p o n e n t ia l ly  d e c r e a s in g  o f  w a v e  a m p l i t u d e .  I f  d is p e r s io n  a n d  d issipation  
e f f e c t s  in  t h e  m e d ia  is  b a la n c e d  t h e  p r o p a g a t io n  o f  in i t ia l  d is t u r b a n c e s  le a d  t o  f o r m a t io n  o f  s h o c k  waves 
w i t h  m o n o t o n i c  o r  o s c i l l a t o r y  s t r u c tu r e .
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