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Р а с с м а т р и в а е т с я  п р я м а я  з а д а ч а  н а п р а в л е н н о г о  и з л у ч е н и я  п р о т я ж е н н о г о  и с т о ч н и к а  
в  т р е х м е р н о м  н е р е г у л я р н о м  о к е а н и ч е с к о м  в о л н о в о д е .  К в а з и р а з д е л е н и е м  п е р е м е н н ы х  
з а д а ч а  р е д у ц и р у е т с я  к  с и с т е м е  д в у м е р н ы х  у р а в н е н и й  Г е л ь м г о л ь ц а  с  п е р е м е н н ы м и  
п о к а з а т е л я м и  п р е л о м л е н и я .  П о к а з а н а  в о з м о ж н о с т ь  п о с т р о е н и я  а с и м п т о т и ч е с к о г о  р е ­
ш е н и я  и с х о д н о й  з а д а ч и  с  п о м о щ ь ю  н у л е в ы х  п р и б л и ж е н и й  д в у м е р н ы х  за д а ч . П р и в о д я т с я  
к о н к р е т н ы е  п р и м е р ы .

В работе [1] рассмотрено поле протяженного излучателя в слабонерегулярном океа­
ническом волноводе в случае, когда в пределах апертуры излучателя горизонтальной 
неоднородностью среды мож но пренебречь. В настоящей работе это ограничение сни­
мается. При этом  трехмерная задача квазиразделением переменных редуцируется к 
двумерной задаче для уравнения Гельмгольца с  переменным показателем преломле­
ния, решение к отор ой  рассмотрено в работе [2 ] .

В качестве модели нерегулярного океанического волновода примем неоднородный 
водный слой единичной плотности переменной глубины Н ( г ) , лежащий на неоднород­
ном ж идком  полупространстве переменной плотности р (х ) .  Примем также соответст­
вующие реальности допущения о  малости уклона дна, а также о  том , что горизонталь­
ный градиент скорости  звука с (х )  по м одулю  м ного меньше вертикального [3 ] .

Поле зв у к ов ого  давления р ( х ) ? создаваемое протяженным излучателем в нерегу­
лярном океаническом волноводе после стандартной замены м (х ) =  р(х)/р'/2 (х ) может 
быть описано следующей краевой задачей

Здесь р (х )  — плотность среды; квадратные ск обк и  в (3 ) означают разность пределов 
стоящих в них функций при z  -+ Н (г) ± 0; п — нормаль к  поверхности дна водного слоя; 
условие (4 ) символически описывает условия излучения при |г| -> °°, заключающиеся 
в требовании перехода среды в слоистую и выполнении условия предельного поглоще­
ния (наличие только уходящ их в ол н ); 12 — жидкое полупространство, включающее 
водный слой; х =  (z, г); г =  (х , у ) ; источник описывается парой (Д  J) , г д е / -  его объем ­
ная плотность, a D  =  supp/  — область занятая источником;

к(х)  = (о/с(х) ;  со — круговая частота гармонического излучения источника; К са{ г) = 
-  lim K(z ,  r ) < ° ° .

Решение задачи ( 1 ) - ( 4 )  будем  искать в стандартном для метода поперечных сечений

(Д + АГ2(х))и(х) = -/(х )/р й(х) = _ /i(x ), xG fl,
и (0 ,г )  =  0; u(z, r) =  0 ( l ) ;  (b jb z  - j K „ ( i ) ) u ( z ,  r) =  o ( l ) ,  z -> ° °

[ РАч ] я(г) = 0, [Р-1 Ъ/Ъп(р% м)]я(г) = 0,

О )
(2)
(3 )

(4 )и ( х ) е в д .
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виде [4 ,5  и др.]

и =  2  ^i(r)v>i (z, г)/у /(г). (5)
/

Здесь fat | — система собственных функций следующей краевой задачи

(b 2/bz2 + K 2(z, г ) -  %2 (г))(Д (z, г) =  0, (6 )
<р,(0, г) =  0; vi(z , г) =  0 (1 ) ,  (Ь/dz -  jKoo(r))ipi(z, г) =  о (1 ) ,  z ->«>, (7 )

W ,PVl\z = H<, г) =  0, [р -1Э/Эг (^ р '/2) ] г = //(г )  =  0; (8 )

7 /  — определено ниже.
Правую часть в (1 ) представим в виде

/ 1(х ) =  / (х )р - 'Л(х ) =  £  d ,(r ) ^ ( z , r ) ,  (9 )
/=1

где в силу ортогональности на интервале z  Е [0 ,° ° )  [6] имеем 

d ,(r) =  f f l (\ )^ ,(z , г ) dz/y2(r),  г е д

7 ^ (r )=  H*,(z, г) II2 = / ^ ( z ,  г)d z .
О

Здесь Я  -  число значений дискретного спектра задачи ( 6 ) - ( 8 ) .  Подставляя ( 5 ) ,  (9 ) 
в (1 ) и используя ортогональность чр/ , имеем

с о  оо

(A l + (г)) Ф /(г) =  -  [22 /  й  V r^ „, rfz + Б  4'm /  Al^Pm d z] -
m 0  m 0

-  < /,(r)7 i(r), / = " u v .  (10)

ЗдесьV f. =  (a /3x , 0 /3 jO ;A j. = V 2 -  двумерный оператор Лапласа; y i= ip ,fr ,.
Как видно из (1 0 ) , чистого разделения переменных в нерегулярном случае не про­

исходит, так как стоящий в (1 0 ) справа в квадратных скобках  оператор отличен от 
нуля. Оператор в квадратных скобках  в (1 0 ) мал, если свойства среды изменяются в 
горизонтальном направлении достаточно медленно. Если оператор в квадратных скоб­
ках считать равным нулю, то получаем решение в адиабатическом приближении [4,
с. 151) .  В этом случае (1 0 ) превращается в систему стандартных неоднородных урав­
нений Гельмгольца с  переменными показателями преломления

(Ах + 1? (г)) ( 0  = - d , ( г )7 ,(г ). /  = K N . (11)

метод решения которы х предложен в работе [2 ] .  В этом  случае, как и в регулярном 
волноводе [6] переменные разделяются ’ 'чисто’ '.

Для случая адиабатического приближения, разрешая (1 1 ) с  точностью до нулевого 
члена ряда, имеем асимптотическое решение в виде [2]

m(r,/)
* / (  г ) ~ 2  

т = 1

е /5 (Л 9 {" .,7 >

!/,(*/",/р  I* Ф о , -т ( в ‘т ) -

Здесь (см . [2 ] )
т
I

5 ( Л ^ , ^ )  =  2 /  «?(г(в /",г))< /т-

эйконал; /Д 0 , t) =  D(r)/D(e,  t) -  якобиан на лагранжевом многообразии, соответствую­
щем нулевому уровню гамильтониана Я Д р, г) =  -|р|2 + I , (г); m{r,  I) -  число бихарак­
теристик на этом многообразии, выходящ их под  углами 0™  из точки г° и проектирую-
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щихся в точку г;
е ~ Р 1г1*
— Тг--- /  dl(ro )7 i(r0)c
2 л /г D,

,S ,(  r °,r0,fl)

'V  .
Di = supp(J/7 z)  C D\ r° €  D t;  функция St вычисляется по методике, изложенной в [2 ]; 
(0, t) — лучевые координаты.

Окончательно решение (5 ) в случае справедливости адиабатического приближения
имеет вид

u ( r , z ) ~  2  2 m fm м%i n ,  \Jl(e,m,t'p )\
*<>,.« («Г r)/7,(r).

Для снятия ограничения о  справедливости адиабатического приближения необходи­
мо решать исходную систему (1 0 ) с  учетом оператора в квадратных скобках  справа, 
что вызывает дополнительные трудности. Сущ ествует однако более простой путь по­
строения асимптотического решения задачи (1 0 ) , а следовательно, и исходной задачи 
( О -  ( 4)  с  помощ ью решения более простой задачи (1 1 ).

Рассмотрим два частных случая построения асимптотического решения задачи ( 1 ) -  
(4 ) с  однородной правой частью в (1 ) ,  рассмотренных в работах [3, 7] для различ­
ных случаев рассматриваемой задачи. В работе [7] рассмотрен случай, когда плот­
ность среды в о  всем  полупространстве (включая водный слой) полагается постоян­
ной. В работе [3] рассмотрен случай, когда плотность меняется скачком на границе 
водного слоя с  подстилающим полупространством. Вследствие отмеченных различий 
в постановке задачи несколько различны и полученные решения, однако общ им являет­
ся тот факт, что вычисление высш их членов ряда асимптотического представления ре­
шения осущ ествляется в обоих случаях рекурсивно по известному нулевому члену 
ряда.

В работе [7] решение в принятых выш е обозначениях ищется в виде

u ( x ) ~ 2  Е А , „ ( х ) .  (16 )
/ v= 0

Здесь Sf — решение уравнений эйконала, определяемых системой (1 2 ), вычисляемых 
по ф ормуле (1 4 ) ;

АI, о = а/, о (г) t)hi (г), ( 17)
оо

= 2  
к = О

tf* „ (r ) i^ (z , г)/ук(г) + G/|t,(x ),^  >  0.

Фигурирующие в (1 8 ) функции получаются в [7] из рекуррентных соотношений по 
известным функциям at 0, которы е в свою  очередь являются решениями уравнений 
переноса, соответствую щ их системе (1 1 ) . Или иначе, сопоставляя (1 6 ) для случая 
адиабатического приближения с (1 5 ) ,  имеем

я , , о ( г ) = ^ ( 0 ) / 1 ^ , О Г 2, ( 19>
где определяются выражением (1 4 ).

Таким образом , в условиях принятой в [7] физической модели, асимптотика (16 ) 
решения задачи (1 ) — (4 ) мож ет быть получена с  помощ ью решения упрощенной систе­
мы  (1 1 ) для определения эйконалов в виде (1 3 ) и нулевых членов в виде (19 ) с  по­
следующим определением функций (18 ) по полученным в [7] рекуррентным соот­
ношениям.

В работе [3] решение ищется также в виде (1 6 ) ,Л ;>0 также определяется выраже­
нием (1 7 ),

А I v =  V i,v (х )  + alt v (г) Л it о (х ) , »  >  0,

Si по-прежнему определяется выражением (1 3 ) . Однако, если скачок плотности на
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нижней границе водного слоя есть функция г, то функции а7 0 уже перестают быть ре­
шениями уравнений переноса, соответствую щ их системе (11^), а являются решениями 
более слож ного уравнения переноса вида уравнения (3 .3 1 ), приведенного на с. 86 ра­
боты  [8 ] ,  и имеют в принятых обозначениях вид [3 , с. 35]

Вк о<0)

и г1<М )1й

1 t оо

е х р ( -  /  Э/Эг(р-1 (б, 0 )  I  в, r ) d z d r .  
2  о  Ж г)

В случае, если Э/Э/(р-1)  мало либо равно нулю, то при малых /, т. е. в ближайших 
окрестностях D h экспонента в (2 0 ) или мало отличается, или совпадает с единицей 
соответственно. Тогда сопоставление адиабатического приближения в (16 ) в окрест­
ностях Dj с (1 5 ) дает

Я /,о (0 )  =  <А)/(0) .
Если же горизонтальный градиент изменения р "1 велик, то для уточнения В1О(0)  не­
обходим о решать систему вида (1 0 ).

Аналогично м огут  быть разобраны и другие модели океанических волноводов.
Отметим, что в случае, когда излучатель находится в водном  слое, то в (1 ) / ,  = / ,  

а поле зв ук ов ого  давления в водном  слое р ( х )  =  и (х).
Таким образом , описан м етод  решения задачи (1 ) — (4 ) ,  заключающийся в редук­

ции исходного уравнения к  системе неоднородных уравнений Гельмгольца на плос­
кости (11 ) и представлении исходного решения через решения указанной системы с 
точностью до нулевого члена по методике, изложенной в работе [ 2] .

В случае, когда излучатель находится на локально регулярном участке океаническо­
го волновода, все изложенное сводится к результатам работы  [1] .

Приведем примеры вычисления нулевой амплитуды переноса (1 4 ) для некоторых 
частных случаев. Рассмотрим трехмерный идеальный клин, в которы й помещена го­
ризонтальная линейная решетка. Пусть координаты элементов реш етки (x iy у {), i = 
= 1 УМ } а (х ° ,  у 0)  — координаты ее геометрического центра. Для случая, когда антенна 
параллельна ребру клина (совпадающ ему с  осью  х )  и скомпенсирована но нормали, 
имеем для нулевой амплитуды переноса в направлениях тг/2 и 3/27Г

тг/2 е - * 1 " 14 М  

^ 3 / 2 п ) = Ч ^ ~  Sina,(y )Z °-

/ - 0 , 5
Здесь a 7(y ) = --------тг; z 0 — глубина антенны; а — угол раскрыва клина. Отметим, что

ytgct
последнее выражение с точностью до постоянного множителя совпадает с  соответствую­
щими значениями диаграммной функции антенны в свободном  пространстве [ 1] .

Для случая, когда антенна перпендикулярна к  ребру клина и скомпенсирована вдоль 
своей оси  в направлении увеличения значений у ,  имеем для нулевой амплитуды пере­
носа в направлениях 7г/2 и 3 /2л

e - j 7 i r f 4

2тт'л

М  е № ( У г - У ° )

*=1 СЛУ| tg<x)1/a

У1
sinftf(y/)z0 e x p (+ /7 o $ i ( y ) d y ) .

Здесь S7(y ) = (к2 -  а 2 (уУ)Л. Верхний знак в экспоненте соответствует направлению 
эт/2, нижний -3/27Г.
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В .Р . S h a r fa r e ts

E X T E N D E D  S O U R C E  F I E L D  IN  A  N O N  R E G U L A R

O C E A N  W A V E G U I D E

A  p r o b le m  o f  a d i r e c t e d  r a d ia t io n  o f  a n  e x t e n d e d  s o u r c e  in  a t h r e e -d im e n s io n a l  n o n -r e g u la r  o c e a n  w a v e ­

g u id e  w h ic h  i s  a v a r ia b le  d e p t h  w a t e r  la y e r  u p o n  a  w a t e r  s u b s p a c e  i s  c o n s i d e r e d .  In  a g e n e r a l  c a s e  a d e n s ity  

a n d  t h e  s o u n d  v e l o c i t y  d e p e n d  o n  a l l  t h r e e  c o o r d in a t e s .  A p p l y i n g  a q u a s i -s e p a r a t io n  o f  v a r ia b le s  t h is  p r o b le m  

is  r e d u c e d  t o  a  s y s te m  o f  t h e  t w o - d i m e n s i o n a l  H e lm h o l t z  e q u a t i o n s  w it h  v a r ia b le  r e f r a c t i o n  in d ic e s .  R ig h t  

p a r t s  o f  t h e s e  e q u a t i o n s  a r c  c o e f f i c i e n t s  o f  a v o lu m e  s o u r c e  d e n s i t y  e x p a n s io n  in t h e  c r o s s -s y s t e m  o f  th e  

e ig e n f u n c t i o n s .  A  p o s s ib i l i t y  o f  f in d in g  o u t  o f  t h e  a s y m p t o t i c  s o lu t io n  o f  t h e  p r o b le m  b y  m e a n s  o f  th e  

z e r o - a p p r o x i m a t i o n  o f  t w o - d im e n s io n a l  p r o b l e m s  i s  s h o w n .  S o m e  s p e c i f i c  e x a m p le s  a r e  c o n s id e r e d .  In  p a r ­

t i c u la r ,  a  c a s e  o f  a  t h r e e -d im e n s io n a l  n o n -r e g u la r  w a v e g u id e  f o r  w h i c h  th e  in it ia l  H e l m h o l t z  e q u a t i o n  is  r e d u c e d  
t o  a s y s te m  o f t h e t w o - d i m c n s i o n a l i n h o m o g e n e o u s H e l m h o l t z e q u a t i o n s w i t h  t h e  r e f r a c t i o n  in d i c e s  d e p e n d in g  

o n ly  o n  t w o  v a r ia b le s  i s  c o n s id e r e d  in  d e ta il .
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