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И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Е  Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  И З Л У Ч Е Н И Я  И  Р А С С Е Я Н И Я  З В У К А

У П Р У Г И М И  Т Е Л А М И  С Ф Е Р О И Д А Л Ь Н О Й  Ф О Р М Ы

В р а б о т е  ( 1 ]  б ы л и  с р а в н и т е л ь н о  п р о а н а л и з и р о в а н ы  у г л о в ы е  х а р а к т е р и с т и к и  и з л у ч е н и я  и  р а с ­
с е я н и я  з в у к а  у п р у г и м и  т е л а м и  с ф е р о и д а л ь н о й  ф о р м ы .  В р а з в и т и е  э т и х  р е з у л ь т а т о в  в ы п о л н и м  
р а с ч е т  к в а д р а т и ч н ы х  и н т е г р а л ь н ы х  х а р а к т е р и с т и к  — с е ч е н и й  р а с с е я н и я  и  и з л у ч е н и я  з в у к а  -  у п р у ­
г и х  с ф е р о и д а л ь н ы х  т е л .

П о л н о е  с е ч е н и е  р а с с е я н и я  о в ы р а ж а е т с я  ч е р е з  к в а д р а т  м о д у л я  у г л о в о й  х а р а к т е р и с т и к и  р а с с е я н и я  
з в у к а  с л е д у ю щ и м  о б р а з о м  [ 2 ]  :

тх 2п
°  =  /  /  I Ф (0 ,  </>) 12 s in  OdOdy, ( 1 )

О о

г д е  в  и  у  -  п о л я р н ы й  и  а з и м у т а л ь н ы й  у г л ы  с ф е р и ч е с к о й  с и с т е м ы  к о о р д и н а т .
З н а я  п о л н о е  с е ч е н и е  р а с с е я н и я  а, н е т р у д н о  в ы ч и с л и т ь  о т н о с и т е л ь н о е  с е ч е н и е  р а с с е я н и я  ог [ 2 ] :

о г = о / 2 Л 0 , ( 2 )

г д е  А  0 — п л о щ а д ь  ^ о м е т р и ч е с к о й  т е н и  р а с с е и в а т е л я .
С  п о м о щ ь ю  о п т и ч е с к о й  т е о р е м ы  [ 3 ]  п о л н о е  с е ч е н и е  р а с с е я н и я  м о ж е т  б ы т ь  в ы р а ж е н о  ч е р е з  з н а ч е ­

н и е  м н и м о й  ч а с т и  у г л о в о й  х а р а к т е р и с т и к и  в  н а п р а в л е н и и  п а д а ю щ е й  в о л н ы

1ш  ф ( 1 8 0 °  -  в 0 ; 1 8 0 ° )  ( р а с с е я н и е  " в п е р е д ” ) :

о  =  ( 4 я / * )  \ т ф  ( 1 8 0 °  - в 0 ; 1 8 0 ° ) .

г д е  0 0 -  у г о л  п а д е н и я ,  >̂0 =  0 °  .
Ф о р м а л ь н о  п о  а н а л о г и и  с  с е ч е н и е м  р а с с е я н и я  о  м о ж н о  в в е с т и  п о н я т и е  с е ч е н и е  и з л у ч е н и я  а и зл  

у п р у г о г о  и л и  ж и д к о г о  т е л а  п о д  д е й с т в и е м  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  с  п о т е н ц и а л о м  Ф =  e x p (ikr)/r  | 4 ] :

7Г 2 7 J

° и з л  =  /  /  1 ( 0 ,  Ф) I 2 s in  ed ed v , ■ ( 4 )
О О
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с ж а т ы х  с ф е р о и д о в  п р и 0 о = 0°  о > ( 0 о =  0° )  и  с е ч е н и е  и з л у ч е н и я  <ти з л  в ы т я н у ­
т ы х  с ф е р о и д а л ь н ы х  т е л

г д е  F x (0, у) -  у г л о в а я  х а р а к т е р и с т и к а  и з л у ч е н и я  з в у к а  т е л о м  п о д  д е й с т в и е м  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а .
Н а  о с н о в е  п р е д с т а в л е н н ы х  с о о т н о ш е н и й  б ы л  в ы п о л н е н  р а с ч е т  п о л н ы х  ( о )  и  о т н о с и т е л ь н ы х  

(<тг)  с е ч е н и й  р а с с е я н и я  и  и з л у ч е н и я  (<7ИЗЛ)  у п р у г и х  с ф е р о и д а л ь н ы х  ( в ы т я н у т ы х  и  с ж а т ы х )  т е л .
Н а  р и с .  1 п р е д с т а в л е н ы  о т н о с и т е л ь н ы е  с е ч е н и я  р а с с е я н и я  ог и д е а л ь н о г о  ж е с т к о г о  с ф е р о и д а  

( к р и в а я  / ) ,  с т а л ь н о г о  с ж а т о г о  с ф е р о и д а  ( к р и в а я  2 )  и  и д е а л ь н о  м я г к о г о  с ж а т о г о  с ф е р о и д а  ( к р и ­
в а я  3 ) .  В о  в с е х  т р е х  с л у ч а я х  с о о т н о ш е н и е  п о л у о с е й  а/b  =  1 /1 0  ( £ 0 =  0 , 1 0 0 5 ) ,  а у г о л  о б л у ч е н и я  
0 0 = 0 ° .  О т н о с и т е л ь н о е  с е ч е н и е  иг у п р у г о г о  с ж а т о г о  с ф е р о и д а  в ы я в л я е т  р е з о н а н с  с о в п а д е н и я ,  к а к  
э т о  п р о я в и л о с ь  д л я  н е г о  и  в  о т н о с и т е л ь н о м  с е ч е н и и  о б р а т н о г о  р а с с е я н и я  о0 [2 ) ,  с м е с т и л а с ь  т о л ь к о  
т о ч к а  м а к с и м у м а :  д л я  а 0 м а к с и м у м  н а б л ю д а л с я  п р и  С =  5 ,2 5 ,  д л я  ог -  п р и  £ ' =  5 ,3 5  ( С  -  в о л н о в о й  
р а з м е р  р а с с е и в а т е л я ) .  С  р о с т о м  С  к р и в а я  2  п р и б л и ж а е т с я  к  з н а ч е н и ю  or =  1, с о о т в е т с т в у ю щ е м у  
г е о м е т р и ч е с к о й  а к у с т и к е .  Р а с ч е т ы  п о к а з ы в а ю т ,  ч т о  п р и  С  =  1 5  д л я  у п р у г о г о  с ж а т о г о  с ф е р о и д а  
ог =0,866, а  п р и  С =  2 0  - *о г =  0 ,9 4 1 .

Н а р и с .  2  п р е д с т а в л е н ы  о т н о с и т е л ь н ы е  с е ч е н и я  р а с с е я н и я  ог ( к р и в ы е  /  и  2 )  и  с е ч е н и е  и з л у ч е н и я  
а и з л  ( к р и в а я  3)  в ы т я н у т ы х  с ф е р о и д а л ь н ы х  т е л . К р и в а я  1 п о к а з ы в а е т  ч а с т о т н у ю  з а в и с и м о с т ь  ог 
( Q  и д е а л ь н о  м я г к о г о  в ы т я н у т о г о  с ф е р о и д а  (а /b  =  1 /1 0 ,  £ 0 =  1 , 0 0 5 ) ,  к р и в а я  2 -  ог (О  с т а л ь н о й  
г а з о н а п о л н е н н о й  в ы т я н у т о й  с ф е р о и д а л ь н о й  о б о л о ч к и  (£0 =  1 ,0 0 5 0 7 5 ;  ^  =  1 , 0 0 5 ) .  О б е  к р и в ы е  
с о о т в е т с т в у ю т  в 0 =  0 °  ( о с е с и м м е т р и ч н а я  з а д а ч а ) .  К р и в а я  2 д л я  у п р у г о й  о б о л о ч к и  в  о т л и ч и е  о т  
о т н о с и т е л ь н о г о  с е ч е н и я  е е  о б р а т н о г о  р а с с е я н и я  о 0 ( к р и в а я  1 р и с .  5 р а б о т ы  [ 5 ] )  с о д е р ж и т  д в а  м а к ­
с и м у м а .  П е р в ы й  и з  н и х  н а б л ю д а е т с я  п р и  С  =  6 ,7  ( в  о т л и ч и е  о т  С =  6 .7 5  д л я  о 0 ) .  В т о р о й  м а к с и м у м  
п р о я в л я е т с я  п р и  С »  8 ,2 5  и с о о т в е т с т в у е т  с о о т н о ш е н и ю :  L =  1,5  • Л .,, г д е  L  -  д л и н а  к о н т у р а  
н е й т р а л ь н о й  п о в е р х н о с т и  о б о л о ч к и ,  X , д л и н а  п р о д о л ь н о й  в о л н ы  ( н у л е в о й  с и м м е т р и ч н о й  в о л н ы  
Л э м б а ) , р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я  с о  с к о р о с т ь ю  с ^  5 4 2 0  м /с .

К р и в а я  1 д л я  и д е а л ь н о  м я г к о г о  с ф е р о и д а  а с и м п т о т и ч е с к и  с т р е м и т с я  к  г с о м е т р о а к у с г и ч е с к о м у  
с е ч е н и ю  ( o r =  1 ) :  ог ( 1 5 )  = 4 , 1 6 ;  и г  ч (6 5 )  = = 2 ,2 3 ; ог ( 1 0 0 )  =  1 ,9 3 .  К р и в а я  3  х а р а к т е р и з у е т  и з л у ч а ю ­
щ у ю  с п о с о б н о с т ь  э т о й  ж е  о б о л о ч к и  п р и  е е  в о з б у ж д е н и и  н а р у ж н ы м  т о ч е ч н ы м  и с т о ч н и к о м  п р и  0 = 0° 
(/?0 = 5 0  м ) .  С е ч е н и е  и з л у ч е н и я  о и з л  и м е е т  э к с т р е м а л ь н ы е  т о ч к и  п р а к т и ч е с к и  на т е х  ж е  ч а с т о т а х , 
ч т о  и  о т н о с и т е л ь н о е  с е ч е н и е  р а с с е я н и я  ог.

К р и в а я  о и з л  и м е е т  е щ е  о д и н  д о п о л н и т е л ь н ы й  м а к с и м у м  ( п о  с р а в н е н и ю  с  ог) п р и  С =  9 ,2 5 .  П е р ­
в ы й  ж е  м а к с и м у м  сти з л  н а б л ю д а е т с я  п р и  С’  =  6 ,6 .
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С р а в н е н и е  к р и в ы х  2  и з  р и с ,  2  с  к р и в о й  1 р и с .  5 в  [5  J п о к а з ы в а е т ,  ч т о  о т н о с и т е л ь н о е  се ч е н и е  
о б р а т н о г о  р а с с е я н и я  о 0 н е  д а е т  и н о г д а  п о л н о й  и н ф о р м а ц и и  о  р е з о н а н с н ы х  с в о й с т в а х  у п р у г о г о  
р а с с е и в а т е л я .
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О Б  О Д Н О М  Т О Ч Н О М  Р Е Ш Е Н И И  У Р А В Н Е Н И Я  Х О Х Л О В А  -  З А Б О Л О Т С К О Й

Н е л и н е й н о -д и ф р а к ц и о н н у ю  т р а н с ф о р м а ц и ю  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  у д о б н о  о п и с ы в а т ь  н а  о с н о в е  
м о д е л ь н о г о  у р а в н е н и я  Х о х л о в а  -  З а б о л о т с к о й .  В  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х  э т о  у р а в н е н и е  
и м е е т  в и д  [ 1 ] :

Ъи с  Ъи 1 Ъ ,  ч d v  д и---- --  — и ----- = - - - - - - - - - - - (г и), - - - - - - +  с0 - - - - - - =  0 .
Ъх cl Ът 2 г Ъг Ът д г

З д е с ь  и, v к о м п о н е н т ы  к о л е б а т е л ь н о й  с к о р о с т и  в д о л ь  и  п о п е р е к  о с и  п у ч к а ,  с -  н е л и н е й н ы й  па­
р а м е т р ,  с0 -  с к о р о с т ь  з в у к а ,  г  =  Г -  х / с 0 , х , г -  о с е в а я  и  п о п е р е ч н а я  к о о р д и н а т ы .  В б е з р а з м е р н ы х  
п е р е м е н н ы х  V = и {и0 , U = v (2 1ц /и( а ) ,  0 =  t o r ,  z =  х / / р , R  = г /а  с и с т е м а  п р и м е т  в и д

Ъ2 дб
N

4 dR
(RU),

ъи
-------+
ъо

З д е с ь  N  =  / р / / д  -  о т н о ш е н и е  д л и н ы  о б р а з о в а н и я  р а з р ы в а  / р  =  c J / e c o H 0 к  д и ф р а к ц и о н н о й  д л и н е  
/ д  =  toa212cq ; м 0 , с о ,  а -  х а р а к т е р н ы е  а м п л и т у д а ,  ч а с т о т а  и р а д и у с  п у ч к а .

К  с о ж а л е н и ю ,  д л я  у р а в н е н и й  ( 1 )  н е  н а й д е н о  о б щ е е  т о ч н о е  р е ш е н и е . Н а и б о л е е  ч а с т о  э т о  у р а в ­
н е н и е  а н а л и з и р у ю т ,  п р и м е н я я  ч и с л е н н ы е  м е т о д ы  [  2 ] .  О д н а к о  и  в  с л у ч а е  и с п о л ь з о в а н и я  ч и с л е н н ы х  
м е т о д о в  к р а й н е  ж е л а т е л ь н о  и м е т ь  т о ч н ы е  р е ш е н и я  д л я  т е с т и р о в а н и я  а л г о р и т м о в .  К р о м е  т о г о ,  
а н а л и з  т о ч н о г о  р е ш е н и я  п о з в о л я е т  л у ч ш е  р а з о б р а т ь с я  в  ф и з и к е  я в л е н и я .  Р а с с м о т р и м  п р о ц е с с  п о л у ­
ч е н и я  ч а с т н о г о  т о ч н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 2 ) .  В в е д е м  н о в у ю  н е з а в и с и м у ю  п е р е м е н н у ю  Т:

Т = е  +  Vf{z ) A L
о /в)

г д е  f  (z) -  н е к о т о р а я  н е о п р е д е л е н н а я  ф у н к ц и я  о с е в о й  к о о р д и н а т ы .  Н о в а я  п е р е м е н н а я  Т  -  о б о б ­
щ е н и е  з а м е н ы  [ 3 ]  Т  = в + z  К  н а  с л у ч а й  р а с п р о с т р а н е н и я  п л о с к о й  в о л н ы  в  к а н а л е  п е р е м е н н о г о  с е ч е н и я . 
П е р е й д е м  в  ( 2 )  о т  в к  Т:
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( 4 )

ЪТ dR
= 0.

Д л я  н а х о ж д е н и я  ч а с т н о г о  р е ш е н и я  ( 4 )  п о т р е б у е м ,  ч т о б ы  л е в ы е  и  п р а в ы е  ч а с т и  у р а в н е н и я  б ы л и
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