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О Б  О Д Н О М  Т О Ч Н О М  Р Е Ш Е Н И И  У Р А В Н Е Н И Я  Х О Х Л О В А  -  З А Б О Л О Т С К О Й

Н е л и н е й н о -д и ф р а к ц и о н н у ю  т р а н с ф о р м а ц и ю  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  у д о б н о  о п и с ы в а т ь  н а  о с н о в е  
м о д е л ь н о г о  у р а в н е н и я  Х о х л о в а  -  З а б о л о т с к о й .  В  ц и л и н д р и ч е с к и х  к о о р д и н а т а х  э т о  у р а в н е н и е  
и м е е т  в и д  [ 1 ] :

Ъ и  с  Ъ и  1 Ъ , ч d v  д и---- --  — и ----- = - - - - - - - - - - - (г и), - - - - - - +  с0 - - - - - - =  0 .
Ъх cl Ът 2 г Ъг Ът д г

З д е с ь  и, v к о м п о н е н т ы  к о л е б а т е л ь н о й  с к о р о с т и  в д о л ь  и  п о п е р е к  о с и  п у ч к а ,  с -  н е л и н е й н ы й  па
р а м е т р ,  с0 -  с к о р о с т ь  з в у к а ,  г  =  Г -  х / с 0 , х , г -  о с е в а я  и  п о п е р е ч н а я  к о о р д и н а т ы .  В б е з р а з м е р н ы х  
п е р е м е н н ы х  V = и {и0 , U = v (2 1ц /и( а ) ,  0 =  t o r ,  z =  х / / р , R  = г /а  с и с т е м а  п р и м е т  в и д
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З д е с ь  N  =  / р / / д  -  о т н о ш е н и е  д л и н ы  о б р а з о в а н и я  р а з р ы в а  / р  =  c J / e c o H 0 к  д и ф р а к ц и о н н о й  д л и н е  
/ д  =  toa212cq ; м 0 , с о ,  а -  х а р а к т е р н ы е  а м п л и т у д а ,  ч а с т о т а  и р а д и у с  п у ч к а .

К  с о ж а л е н и ю ,  д л я  у р а в н е н и й  ( 1 )  н е  н а й д е н о  о б щ е е  т о ч н о е  р е ш е н и е . Н а и б о л е е  ч а с т о  э т о  у р а в 
н е н и е  а н а л и з и р у ю т ,  п р и м е н я я  ч и с л е н н ы е  м е т о д ы  [  2 ] .  О д н а к о  и  в  с л у ч а е  и с п о л ь з о в а н и я  ч и с л е н н ы х  
м е т о д о в  к р а й н е  ж е л а т е л ь н о  и м е т ь  т о ч н ы е  р е ш е н и я  д л я  т е с т и р о в а н и я  а л г о р и т м о в .  К р о м е  т о г о ,  
а н а л и з  т о ч н о г о  р е ш е н и я  п о з в о л я е т  л у ч ш е  р а з о б р а т ь с я  в  ф и з и к е  я в л е н и я .  Р а с с м о т р и м  п р о ц е с с  п о л у 
ч е н и я  ч а с т н о г о  т о ч н о г о  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  ( 2 ) .  В в е д е м  н о в у ю  н е з а в и с и м у ю  п е р е м е н н у ю  Т:

Т = е  +  Vf{z ) A L
о /в)

г д е  f  (z) -  н е к о т о р а я  н е о п р е д е л е н н а я  ф у н к ц и я  о с е в о й  к о о р д и н а т ы .  Н о в а я  п е р е м е н н а я  Т  -  о б о б 
щ е н и е  з а м е н ы  [ 3 ]  Т  = в + z  К  н а  с л у ч а й  р а с п р о с т р а н е н и я  п л о с к о й  в о л н ы  в  к а н а л е  п е р е м е н н о г о  с е ч е н и я . 
П е р е й д е м  в  ( 2 )  о т  в к  Т:
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Д л я  н а х о ж д е н и я  ч а с т н о г о  р е ш е н и я  ( 4 )  п о т р е б у е м ,  ч т о б ы  л е в ы е  и  п р а в ы е  ч а с т и  у р а в н е н и я  б ы л и
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равны нулю. Тогда после простых преобразований систему можно переписать в виде
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Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  п о л у ч е н и я  ч а с т н о г о  р е ш е н и я  н е о б х о д и м о  и з  о б щ е г о  р е ш е н и я  л и н е й н о г о  у р а в 
н е н и я  ( 5 )  в ы б р а т ь  т о ,  к о т о р о е  у д о в л е т в о р я е т  ( 6 ) .

О д н о  и з  н а и б о л е е  п р о с т ы х  к о м п л е к с н ы х  р е ш е н и й  ( 5 )  и м е е т  в и д

V =
1 -  iN z  (1  - i b )

e x p  [ / Г  -  R
1 -  ib

1 -  iN z ( l  -  ib ) ]>

г д е С и / > -  п о с т о я н н ы е .
Д е й с т в и т е л ь н а я  ч а с т ь  ( 7 )  о п и с ы в а е т  р а с п р о с т р а н е н и е  с ф о к у с и р о в а н н о й  г а р м о н и ч е с к о й  в о л 

н ы  с  г а у с с о в ы м  п о п е р е ч н ы м  р а с п р е д е л е н и е м  в  п р и б л и ж е н и и  л и н е й н о й  а к у с т и к и .
П о д с т а в л я я  ( 7 )  в  ( 6 ) ,  з а м е ч а е м ,  ч т о  е с л и  в ы б р а т ь

/ ( 0  =  1 — iN z  (1  -  ib ) ,  ( 8 )

т о  ( 6 )  о б р а щ а е т с я  в  т о ж д е с т в о .  С л е д о в а т е л ь н о ,  р е ш е н и е ,  о п р е д е л я е м о е  ф о р м у л а м и  ( 3 ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  
и я в л я е т с я  т о ч н ы м  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  Х о х л о в а  З а б о л о т с к о й .

Н е д о с т а т о к  п о л у ч е н н о г о  р е ш е н и я  -  п р е д с т а в л е н и е  в  к о м п л е к с н о м  в и д е .  О д н а к о  э т о т  н е д о с т а 
т о к  к о м п е н с и р у е т с я  к о м п а к т н о с т ь ю  з а п и с и .  Д а н н о е  р е ш е н и е  м о ж е т  п р и м е н я т ь с я  д л я  т е с т и р о в а 
н и я  ч и с л е н н ы х  а л г о р и т м о в  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  Х о х л о в а  -  З а б о л о т с к о й .
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П у с т ь  о д н о р о д н о е  т в е р д о е  п о л у п р о с т р а н с т в о  z  <  0  п о к р ы т о  о д н о р о д н ы м  ж и д к и м  с л о е м  
0  <  z <  И с о  с в о б о д н о й  г р а н и ц е й  z =  / /  и п у с т ь  в  т о ч к е  г  = 0 »  z ~ z Q (г  и  г -  ц и л и н д р и ч е с к и е  
к о о р д и н а т ы )  э т о г о  с л о я  р а с п о л о ж е н  т о ч е ч н ы й  г а р м о н и ч е с к и й  и с т о ч н и к  с  о б ъ е м н о й  с к о р о с т ь ю  V. 
Т р е б у е т с я  н а й т и  в о л н ы  в  т в е р д о м  п о л у п р о с т р а н с т в е .

О б о з н а ч и м  ч е р е з  с , с[ и С[ — с о о т в е т с т в е н н о  с к о р о с т ь  з в у к а  в ж и д к о с т и  и  с к о р о с т и  п р о д о л ь н о й  
и  п о п е р е ч н о й  в о л н  в  т в е р д о м  т е л е ,  п л о т н о с т и  ж и д к о й  и т в е р д о й  с р е д  о б о з н а ч и м  с о о т в е т с т в е н н о  
ч е р е з  р  и P j . З в у к о в о е  д а в л е н и е  р  в  ж и д к о с т и  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю

ь 2р 1 др д2Р 6(0
-------- + ------------- + ---------- +  k 2р  = i сор V ----------б  ( z  — z 0 ) ,
Ъг2 г Ьг dz2 2ттг

г д е  к = co / с ,  со  ч а с т о т а ,  6 (г) -  д е л ь т а - ф у н к ц и я ,  и р а в н о  п у л ю  н а  с в о б о д н о й  г р а н и ц е  с л о я :  
p{r>h) = 0.

С м е щ е н и е  и ч а с т и ц  в  т в е р д о й  с р е д е  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  

c j  g r a d  d iv  u  -  c 2 r o t  r o t  u  +  c o 2 u =  0 .
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