
равны нулю. Тогда после простых преобразований систему можно переписать в виде
Э2 V N  /  а 2 V l 1

'ътъг' ~  Т ~ (  a /?"2”  *  ~R
Ъ V

Hr
) = о,

Г  (г) дУ + д V д V

m д г  д г а  г

а  а  к  2
Т ( “э л ') = о.

( 5 )

(6)

Т а к и м  о б р а з о м ,  д л я  п о л у ч е н и я  ч а с т н о г о  р е ш е н и я  н е о б х о д и м о  и з  о б щ е г о  р е ш е н и я  л и н е й н о г о  у р а в ­
н е н и я  ( 5 )  в ы б р а т ь  т о ,  к о т о р о е  у д о в л е т в о р я е т  ( 6 ) .

О д н о  и з  н а и б о л е е  п р о с т ы х  к о м п л е к с н ы х  р е ш е н и й  ( 5 )  и м е е т  в и д

V =
1 -  iN z  (1  - i b )

e x p  [ / Г  -  R
1 -  ib

1 -  iN z ( l  -  ib ) ]>

г д е С и / > -  п о с т о я н н ы е .
Д е й с т в и т е л ь н а я  ч а с т ь  ( 7 )  о п и с ы в а е т  р а с п р о с т р а н е н и е  с ф о к у с и р о в а н н о й  г а р м о н и ч е с к о й  в о л ­

н ы  с  г а у с с о в ы м  п о п е р е ч н ы м  р а с п р е д е л е н и е м  в  п р и б л и ж е н и и  л и н е й н о й  а к у с т и к и .
П о д с т а в л я я  ( 7 )  в  ( 6 ) ,  з а м е ч а е м ,  ч т о  е с л и  в ы б р а т ь

/ ( 0  =  1 — iN z  (1  -  ib ) ,  ( 8 )

т о  ( 6 )  о б р а щ а е т с я  в  т о ж д е с т в о .  С л е д о в а т е л ь н о ,  р е ш е н и е ,  о п р е д е л я е м о е  ф о р м у л а м и  ( 3 ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  
и я в л я е т с я  т о ч н ы м  р е ш е н и е  у р а в н е н и я  Х о х л о в а  З а б о л о т с к о й .

Н е д о с т а т о к  п о л у ч е н н о г о  р е ш е н и я  -  п р е д с т а в л е н и е  в  к о м п л е к с н о м  в и д е .  О д н а к о  э т о т  н е д о с т а ­
т о к  к о м п е н с и р у е т с я  к о м п а к т н о с т ь ю  з а п и с и .  Д а н н о е  р е ш е н и е  м о ж е т  п р и м е н я т ь с я  д л я  т е с т и р о в а ­
н и я  ч и с л е н н ы х  а л г о р и т м о в  р е ш е н и я  у р а в н е н и я  Х о х л о в а  -  З а б о л о т с к о й .
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и м . М .В . Л о м о н о с о в а  1 6 .0 7 .9 1

У Д К  5 3 4 .2 6

©  1 9 9 2  г .  А . Д .  Л а п и н

В О Л Н Ы  В  Т В Е Р Д О М  П О Л У П Р О С Т Р А Н С Т В Е , П О К Р Ы Т О М  Ж И Д К И М  С Л О Е М
4

П у с т ь  о д н о р о д н о е  т в е р д о е  п о л у п р о с т р а н с т в о  z  <  0  п о к р ы т о  о д н о р о д н ы м  ж и д к и м  с л о е м  
0  <  z <  И с о  с в о б о д н о й  г р а н и ц е й  z =  / /  и п у с т ь  в  т о ч к е  г  = 0 »  z ~ z Q (г  и  г -  ц и л и н д р и ч е с к и е  
к о о р д и н а т ы )  э т о г о  с л о я  р а с п о л о ж е н  т о ч е ч н ы й  г а р м о н и ч е с к и й  и с т о ч н и к  с  о б ъ е м н о й  с к о р о с т ь ю  V. 
Т р е б у е т с я  н а й т и  в о л н ы  в  т в е р д о м  п о л у п р о с т р а н с т в е .

О б о з н а ч и м  ч е р е з  с , с[ и С[ — с о о т в е т с т в е н н о  с к о р о с т ь  з в у к а  в ж и д к о с т и  и  с к о р о с т и  п р о д о л ь н о й  
и  п о п е р е ч н о й  в о л н  в  т в е р д о м  т е л е ,  п л о т н о с т и  ж и д к о й  и т в е р д о й  с р е д  о б о з н а ч и м  с о о т в е т с т в е н н о  
ч е р е з  р  и P j . З в у к о в о е  д а в л е н и е  р  в  ж и д к о с т и  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю

ь 2р 1 др д2Р 6(0
-------- + ------------- + ---------- +  k 2р  = i сор V ----------б  ( z  — z 0 ) ,
Ъг2 г Ьг dz2 2ттг

г д е  к = co / с ,  со  ч а с т о т а ,  6 (г) -  д е л ь т а - ф у н к ц и я ,  и р а в н о  п у л ю  н а  с в о б о д н о й  г р а н и ц е  с л о я :  
p{r>h) = 0.

С м е щ е н и е  и ч а с т и ц  в  т в е р д о й  с р е д е  у д о в л е т в о р я е т  у р а в н е н и ю  

c j  g r a d  d iv  u  -  c 2 r o t  r o t  u  +  c o 2 u =  0 .
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На границе жидкость-твердое тело ноля сшиваются, т.е. при z -О выполняются соотношения

1 Ьр

11 z ~ Р Ъг ■ ° z z  =  -Р' °zrя  ° -
г д е  oz z  и о2Г -  к о м п о н е н т ы  т е н з о р а  н а п р я ж е н и й  [ 1 , 2 | .

П о л я  р , uz и иг  и щ е м  в  в и д е  и н т е г р а л о в  Ф у р ь е - Б е с с е л я  [ 3 | .  В ы п о л н я я  г р о м о з д к и е  с т а н д а р т н ы е  
в ы ч и с л е н и я ,  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  и н т е г р а л ь н ы е  п р е д с т а в л е н и я  п о л е й :

|/ о® ___________ р - J  — k j  __
p ( r , z ) =  -itop  —  j  \D( S) ch[ yJt 2 - k 2z0 ] + k } ------------------------- —  s h [ ^ ? ~ k 2z0 ]\ X

4rr - CO
1

s h [  V i ’ - * ’ ( * - z ) ]  .  .
x  ---------;------------------------------------ Ho '  ( £ ,  r) z0 <  z  < ( 1)

iV k ,p  00 __________
uz (r,z) = -------------- ;  V  Г  -  Щ

4ттС[р1 —00

s h [ V t ’ - * ’ ( * - z 0 ) i
-  x

V  { ’  -  * ’  D l ( t )

V  ? 2 -  k j z
X f (*? -  2£2)e '

,  V i ’ - * ? z  . , ,
+ 2 ? e  ! n y k i r n d t . ( 2)

iVk .p  »  sh| V  { ’ - * ’ ( * - z 0 ) ]
« Ж  z) = ---------- /  -------  -  ----------------- j (*?

4wcfP, V F  -  /cJ D, (0
- 2 i 2 ) e

ч/ F  -  к ]

i----------  -----------  v i ’ -  *?z j . ,
+  2  V  t ’  -  k ]  V i ’ - * ?  e  ‘  1 Н \ ' > ( i r ) ? 2 (3)

где

D l  ( i )  =  D (  t )  c h  [  V i ’  -  k 2 h  I +
p V F ^ T f  

1 ' / F T *2
s h [  V t ’ - * ’ * ! . (4)

o ( i )  =  ( 2 i 2 -  * ? ) 2 - 4 i J V i ’ - * ?  ч Л 7 - * ? , (5)

t f f ’ t W H f f J V ) -  ф у н к ц и и  Х а н к е л я .  П о л е  p ( r , z )  п р и  0  <  z  <  z 0 п о л у ч и м  п о  ф о р м у л е  ( 1 )  

п р и  з а м е н е  z  -♦  z 0 , z 0 - *  z  в  н е й .

В  ф о р м у л а х  ( 1 ) — ( 3 )  п о л ю с ы  п о д ы н т е г р а л ь н ы х  в ы р а ж е н и й  о п р е д е л я ю т с я  и з  у р а в н е н и я

Я , Ш - 0. (6)
Э т о  и з в е с т н о е  д и с п е р с и о н н о е  у р а в н е н и е  д л я  н о р м а л ь н ы х  в о л н  в  ж и д к о м  с л о е ,  л е ж а щ е м  н а  т в е р д о м  

п о л у п р о с т р а н с т в е  [ 4 - 8 ] .  В е щ е с т в е н н ы е  к о р н и  э т о г о  у р а в н е н и я  с о о т в е т с т в у ю т  н е з а т у х а ю щ и м  н о р ­

м а л ь н ы м  в о л н а м ,  а м п л и т у д а  к о т о р ы х  у б ы в а е т  л и ш ь  п о  з а к о н у  1 / \ / г ,  о б у с л о в л е н н о м у  ц и л и н д р и ­
ч е с к и м  р а с х о ж д е н и е м  в о л н ы .  О с о б ы й  и н т е р е с  п р е д с т а в л я е т  п е р в а я  н о р м а л ь н а я  в о л н а .  О н а  н с  и м е е т  
к р и т и ч е с к о й  ч а с т о т ы  и р а с п р о с т р а н я е т с я  б е з  з а т у х а н и я  в  с л о е  л ю б о й  т о л щ и н ы .  Э т а  н о р м а л ь н а я  
в о л н а  я в л я е т с я  п о в е р х н о с т н о й  в о л н о й ,  р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я  в д о л ь  г р а н и ц ы  ж и д к о с т ь  -  т в е р д о е  
п о л у п р о с т р а н с т в о  [ 5 ] .  О н а  п е р е х о д и т  в  п о в е р х н о с т н у ю  в о л н у  С т о у н л и  п р и  и в  п о в е р х ­
н о с т н у ю  в о л н у  Р э л е я  п р и  kh  - *  0 .  С к о р о с т ь  р э л с с в с к о й  в о л н ы  р а в н а

0 , 8 7 +  1 , 1 2 а
С п  =  ---------------------------cft 0  <  о  <  0 , 5 ,  а  -  к о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а .
К 1 + а 1

И с с л е д у е м  с т р у к т у р у  п о л я  в  т в е р д о м  п о л у п р о с т р а н с т в е .  С  э т о й  ц е л ь ю  в в е д е м  п о л я р н ы е  к о о р д и ­
н а т ы  R  и  В

z -  - R  c o s 0 ,  г  =  / ?  s i n  0 ,  R -  s j г2 +  z2 , 0  <  0 <  — •
2
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Р и с . 1. Д и а г р а м м а  н а п р а в л е н н о с т и  в о л н ы  Р и с . 2 . Д и а г р а м м а  н а п р а в л е н н о с т и  в о л н ы
UR ' а - о  =  7 4 ;  б - о = х/ г и0 : а - о = 1/4 ; 6 - о = Ч л

П р и  k[R >  1 и н т е г р а л ы  ( 2 )  и ( 3 )  м о ж н о  в ы ч и с л и т ь  м е т о д о м  п е р е в а л а  [ 3 | .  И н т е г р и р у я  п о  п е р е в а л ь ­
н о м у  п у т и ,  п о л у ч и м  с л е д у ю щ и е  в ы р а ж е н и я  д л я  р а д и а л ь н о й  и у г л о в о й  к о м п о н е н т  с м е щ е н и я :

U п  =  - И ,  c o s  0  +  н К  z г

kj  k 7 p
s in  0  ** - i V  —  ■ c o s  0  X

2 ttcoP j

ik .R
e{к *  -  2  к^ s in 2 0 ) sh  [ V s i n 20 -  k2(h -  z0 )\

X ----------------------------------
D x (kf  s i n 0 ) V  * ;J s in 2 в -  k 2 R

k i p
u a  =  u  c o s  в + u s in  0  58 -  V ---------------- s i n ( 2 0 )  X

0 r z 2 n w Pl

ik  R
\ J  к 7 s in 2 0  -  к ?

X ---------L-------------------- —
s h [ 7 * *  s in 2 6  -  к 1 (Й -  z 0 ) ] e  '

D x s in в ) s [ k )  s in 2 0  -  к? R

( 7 )

( 8)

Э т о  о б ъ е м ш л е  с ф е р и ч е с к и е  в о л н ы .  С о г л а с н о  э т и м  ф о р м у л а м ,  в  д а л ь н е й  з о н е  (k [R  >  1 )  р а д и а л ь н а я  
и у г л о в а я  к о м п о н е н т ы  п о л я  р а с п р о с т р а н я ю т с я  с о о т в е т с т в е н н о  с о  с к о р о с т я м и  Cj и  c v

П р и  д е ф о р м и р о в а н и и  и с х о д н о г о  к о н т у р а  и н т е г р и р о в а н и я  в  п е р е в а л ь н ы й  м о г у т  в с т р е т и т ь с я  
п о л ю с ы  п о д ы  и н т е г р а л ь н о г о  в ы р а ж е н и я ,  о п р е д е л я е м ы е  и з  у р а в н е н и я  ( 6 ) .  Т о г д а  к  о б ъ е м н ы м  в о л ­
н а м  ( 7 )  и ( 8 )  с л е д у е т  д о б а в и т ь  в ы ч е т ы  в  э т и х  п о л ю с а х ,  у м н о ж е н н ы е  н а  2ni .  В ы ч е т  в  п о л ю с е  
д а е т  " х в о с т ”  л -й  н о р м а л ь н о й  в о л н ы ,  р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я  в  с л о е .  В б л и з и  г р а н и ц ы  р а з д е л а

к 2 \ z  | <С 1 )  х в о с т ы  р а с п р о с т р а н я ю щ и х с я  н о р м а л ь н ы х  в о л н  д а ю т  о с н о в н о й  в к л а д  в  п о л н о е

п о л е  и„ Е с л и  ж е  т о ч к а  н а б л ю д е н и я  н а х о д и т с я  д о с т а т о ч н о  д а л е к о  о т  г р а н и ц ы  р а з д е л а  (  \ / Ь2п-  к ] \ z  | >  
>  1 ) ,  т о  э т и м и  х в о с т а м и  м о ж н о  п р е н е б р е ч ь  п о  с р а в н е н и ю  с  о б ъ е м н ы м и  в о л н а м и  ( 7 )  и  ( 8 ) .

П о л у ч и м  а с и м п т о т и ч е с к о е  п р е д с т а в л е н и е  п о л я  в  т в е р д о м  п о л у п р о с т р а н с т в е  п р и  н и з к и х  ч а с т о т а х ,  
к о г д а  т о л щ и н а  ж и д к о г о  с л о я  м а л а  н о  с р а в н е н и ю  с  д л и н а м и  в о л н  в  ж и д к о с т и  и  в  т в е р д о м  т е л е . 
В э т о м  с л у ч а е  в ы п о л н я ю т с я  п р и б л и ж е н н ы е  с о о т н о ш е н и я

S i  *  ■ « / < * ,  D ' t t / j ) ,  D l (k jjS U \  0 )  ** D ( k l ( s inO)t

sh  [ > / Т ?  s in 2 б  -  k 2\h  -  z 0 ) )
------- -=̂ = = = ------------  «  (h -  Zq ).

ч/ Ц  t sin20 -  к2

О б ъ е м н ы е  в о л н ы  в  п о л у п р о с т р а н с т в е  п р и м у т  с л е д у ю щ и й  в и д :

к * k l - 2 k )  s in 3 в J kl R
up ** -ii*> p V (h  -  z 0 )  -------- c o s  6 ---------------  -------------’

K 2 n p l c *  D (k f sin в )  R

k )  s A f  s in 20  -  k f  J k t R
Ый *  - c o p  V(h -  z 0 )  ------- *-—  s i n ( 2 0 )  ---------------------------------- -----------

0 2 n p xc) D (k t  s i n 0 )  R
(10)

Н а р и с .  1 и  2  п р и в е д е н ы  д и а г р а м м ы  н а п р а в л е н н о с т и  э т и х  в о л н .
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Поверхностная волна, бегущая вдоль тонкого жидкого слоя, переходит в рэлеевскую волну:

£W * r - */и Л г ,г ) *>  ш р У ( Ь - г в )
21 2 Pic)D \tR)

sT # >  -  к ] z  v / l j
X  { ( f t *  - 2 ? R )e 'R  1 + 4 ‘ >

Й, - J i l - k } z
Ur . (r, z)  «  - U p  V {h  -  z „ )  ---------- ------ --------- | ( * *  -  eR )e  +

n  2 P lc jD \H R ) 1 ‘  K

,____________ ,____________ V ? r  -  k lz  .  ,
+  2  S f y ^ k f  s / ? R  -  k f  e  R  1 1 H \ l H%R r).

( П )

( 12)

И з  с о п о с т а в л е н и я  п о л я  ( 9 ) -  ( 1 2 )  с  п о л е м  т о ч е ч н о й  н о р м а л ь н о й  с и л ы / ,  п р и л о ж е н н о й  к  п о в е р х ­
н о с т и  т в е р д о г о  п о л у п р о с т р а н с т в а  [ 9 — 1 1 ) ,  м о ж н о  с д е л а т ь  в ы в о д ,  ч т о  т о ч е ч н ы й  и с т о ч н и к  о б ъ е м ­
н о й  с к о р о с т и  К  р а с п о л о ж е н н ы й  в  т о н к о м  ж и д к о м  с л о е ,  с о з д а е т  т а к о е  ж е  и о л е  в  т в е р д о м  п о л у ­
п р о с т р а н с т в е ,  к а к  и  т о ч е ч н а я  н о р м а л ь н а я  с и л а

/ =  iu p V (h  -  Zq),

п р и л о ж е н н а я  в  т о ч к е  г -  z  =  0 .  М о щ н о с т и ,  у н о с и м ы е  о б ъ е м н о й  в о л н о й  с ж а т и я  ( 9 ) ,  о б ъ е м н о й  в о л ­
н о й  с д в и г а  ( 1 0 )  и  п о в е р х н о с т н о й  р э л с с в с к о й  в о л н о й  ( 1 1 ) ,  ( 1 2 ) ,  п р и  о  =  * /4 п о л у ч и м  п о  ф о р ­
м у л а м  и з  р а б о т  [ 9 ,  1 1 ) :

WR  =  0 ,2 6
ы *1/Т

Picf

Э т и  ф о р м у л ы  д а ю т  с л е д у ю щ е е  п р о ц е н т н о е  с о о т н о ш е н и е  м о щ н о с т е й  и з л у ч е н и я  р а з л и ч н ы х  т и п о в  
в о л н  д л я  т о ч е ч н о г о  и с т о ч н и к а  о б ъ е м н о й  с к о р о с т и :

WP : WS : WR  =  7  : 2 5 :  6 8 % .
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