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ВЗАИМОДЕЙСТВИЕ УПРУГИХ ВОЛН В СРЕДАХ 
С СИЛЬНОЙ АКУСТИЧЕСКОЙ НЕЛИНЕЙНОСТЬЮ

М е т о д о м  п о с л е д о в а т е л ь н ы х  п р и б л и ж е н и й  и с с л е д у е т с я  р а с п р о с т р а н е н и е  с л а б о й  у п 
р у г о й  в о л н ы  и г е н е р а ц и я  с е  в т о р о й  г а р м о н и к и  в п о л е  м о щ н о й  в о л н ы  н а к а ч к и  в е р е д а х  
с  с и л ь н о й  а к у с т и ч е с к о й  н е л и н е й н о с т ь ю .

Распространение акустических волн в твердых телах сопровождается нелинейными 
эффектами, интенсивность которых зависит от амплитуд взаимодействуюших волн 
и определяется нелинейными свойствами среды. Традиционно в акустике однородных 
сред исследуются процессы генерации высших гармоник и комбинационных частот 
[1, 2]. Описание этих эффектов проводится в рамках степенной нелинейности среды 
(квадратичной или кубичной), при этом амплитуда высших гармоник любой первич
ной волны не зависит от наличия других первичных волн. Так, например, при распро
странении в среде с квадратичной нелинейностью, уравнение состояния которой имеет 
вид

°(е) -  Е(е ? е2), 0 )

Эо(е = 0) , д2 о (е = 0)
Е  , 7 2  ~ Е  1 ~ const, 

де ое
(2)

плоской гармонической волны
е(х, 0  = e0sin(co/ -  Кх), (3)

амплитуда е2 се второй гармоники на малых расстояниях.
Кх <  (?2 бо)-1. (4)

определяется выражением:

е2 = £ _  еЦсх, Г = - ■ (5)
2  2

В этих уравнениях использованы обозначения: о ,  е  напряжение и деформация в среде; 
Е, Г -  модуль упругости и параметр квадратичной нелинейности среды; со = с К ; с  
скорость звука в невозмушенной среде. Зависимость (1) характерна для однородных 
твердых тел при относительно малых деформациях и следует из иятиконстантной тео
рии упругости, при этом параметр нелинейности достаточно мал (Г <  10) [1].

В структурно-неоднородных средах, обладающих сильной акустической нелиней
ностью [3], подобные эффекты проявляются более интенсивно. Кроме того, в таких 
средах имеют место эффекты взаимовлияния первичных волн на генерацию их высших 
гармоник. Это связано с возможностью модуляции эффективного параметра нелиней
ности таких сред, для которых разложение (1) не применимо, поэтому у2 ^  const 
и зависит от каждой первичной волны. В частности, здесь возможны эффекты усиле
ния (ослабления) высших гармоник слабой волны под действием мошной волны на
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качки. Покажем это на примере одномерных продольных упругих волн в твердом 
теле.

Дня сред с сильной акустической нелинейностью справедливы следующие уравне
ния [4] :

р и „  = о ' (е), о (б) = Е [е  -  f(e )\, с = U'x , (6)
где U — смешение, р — равновесная плотность среды. Де) — нелинейная часть уравнения 
состояния среды (| £(е) | <  1, | е | <1) .

Пусть на фоне мошной гармонической волны накачка (бегущей или стоячей) с час
тотой £2 распространяется слабая волна с частотой со (со Ф рсо, р = 1.2 ...). При распро
странении в нелинейной среде волн с частотами 12 и со в ней будут возбуждаться волны 
с комбинационными частотами со,, w = л!2 + тсо (п, л?т= 0,± 1, ± 2 ...). Исследуем эти про
цессы. Из (6) получаем волновое уравнение для U(x, t ) :

и »  -  c2Uxx = с2 [f(U'x ) ] ; ,  
где с = у/Е/р . Решение уравнения (7) будем искать в виде:

U(x, t) = 2 2  Un>m(x, /),
п  т

е{х, 0 = 2 2  еп т (х, t),
п  т

1
и п , п  ( х ,  о  =  —  V n . m  О с ) е > ы п . т *  + К.С.,

2

1
е„.т(х . 0  = —  еп.т ( ? ') е ,Ып‘т * + к.с. -

( 7 )

( 8 )

( 9 )
Подставляя (8) в (7), получаем уравнения для Vn m (х):

где

п . т (х) = ( —  у 2/  Y f[ e (x ,e u e2)] e - « n0’ +m0>)d e ldO: 
2х о о

( 1 0 )

0 0

-  коэффициенты кратного ряда Фурье функции f(e),
® 1 = = tot, К пт = ып т/с.

Таким образом, для нахождения Un m(x) необходимо решить замкнутую систему 
уравнений (10, 11); однако найти ее точное решение не представляется возможным.

Решение задачи (без ограничения обшности) ведется в предположении, что функция 
f(e) дифференцируема на интервалах 6 ^ 0 . В силу предположения | f'e(e) | <  1, | е | < 
<1,1 е, о | >| €0,i I будем считать, что выполняется также условие

2  2  
п т

<  1 .

Тогда, используя в (11) разложение функции /(<*) в ряд Тейлора на каждом из интер
валов е ^  0, после несложных преобразований получаем выражение для Сп т (х) :

с „ . , „ ( х )  =  d ° ) ( x ) 6 0 m  + 2 -  Z C ( p e n _ k ,m  +
1 k  * = ± 1 , 0

?  ' 2 Т Г ~  е п - к - п ' . У П - т 'I  к п т  Ф ± 1 у 0  ф±% 0

(13)

+  ( - Г - ) +  . . . ,
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где
( И )

1

1, т  = О 
О, т  Ф О.

В дальнейшем для простоты будем рассматривать только промессы генерации выс
ших гармоник волны накачки и слабой волны.

Из (10.13) получаем уравнение, описывающее в первом приближении распростране
ние мошной волны и генерацию се высших гармоник:

U "'.0 XX +  К . О  и п ,0 2 [С ^ (х ) ] 'х .

«Для среды с квадратичной нелинейностью уравнение (15) совпадает с соответствую
щим уравнением, следующим из пятиконстантной теории упругости и описывает про
цессы самодетектирования и генерацию второй гармоники акустической волны.

Уравнения второго приближения, описывающие распространение волны накачки, 
генерацию ее высших гармоник и второй гармоники слабой волны, имеют вид:

U

U

п
П ' ° Х Х

П
0 . 1 ХХ

+  К . О и п.О

+  K , 2 U 0,2

(16)

(17)

Из сравнения (15) при п = 2 и (17) замечаем, что генерация второй гармоники силь
ной и слабой волн описываются, вообще говоря, различными уравнениями. Для сред 
с квадратичной нелинейностью они, естественно, совпадают, при этом Cl0) = у2е\ 0/8, 
а параметр

7 2  = C f  > = const (18)
и не зависит от волны накачки.

Существуют, однако, материалы, для которых f(e) ~  ed (d 
показывают эксперименты [5], для отожженной меди f(e) 
нием:

1

у+е3/2, е >  0

ч А - е ? 12, е  <  0 .

дробное число). Как 
описывается выраже-

(Уравнение состояния (6) с нелинейностью (19) аналогично известному закону Гер
ца [6] и, вероятно, связано с зеренной структурой металла.) Отличие такого вида не
линейности от степенной с целым показателем заключается в том, что производные 
/ *)(е = 0) при / >  1 терпят разрыв. Для такого материала эффективный параметр квад
ратичной нелинейности для слабой волны зависит от амплитуды волны накачки и может 
быть значительным (С&2) ~  (7 + + у ) е~Д >  1).

Другим примером среды с ’ ’неклассической”  нелинейностью является твердое тело 
с микротрешинами. для которого f ( e ) ~  у I в |. (Генерация гармоник в такой среде 
(без волны еь о) исследовалась в работах [4, 7 ]) . Для бегущей волны накачки из (14) 
находим

* * 1 , 0

h (-K uox  + JT [— ] )
Я
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где
1, z >  О 
О ,  г  <  О ,

h(z) =  |

а знак [z ] означает целую часть числа z. Здесь амплитуда второй гармоники слабой 
волны на расстояниях К х 0х <  пу~1 определяется выражением:

е о ,г ( х )
7 e o , i ( x  ~  0 )  ш   ̂ К и о х  

2  б 1 ) 0 £2  гг

В этом случае б0 ,2 (*) ~  f^ i.o*/71’] • Это связано с тем, что генерация второй гармоники 
слабой волны происходит не на всей длине распространения волны e0 fi, а только в 
точках е(х, t )=  0 , определяемых волной накачки.

На расстояниях К , 0х из (21) имеем выражение для 60j2 :

^о,2 С̂ ) — e2o l ( x - 0 ) K Oilxf (22)
Zirei , o

совпадающее с (5), в котором параметр7 2  = ~ ^ (тге ,^ )-1 >  1. Аналогично можно
получить выражение для эффективного параметра уп, определяющего амплитуду п-й 
гармоники слабой волны в поле мошной накачки:

Уп = Ф .  (23)
(Для сред со степенной нелинейностью (f(e) = упеп/п\, п '> 2) уравнение (23) является 
тождеством, а = const.)

Возможно, что существуют и другие структурно-неоднородные среды, нелинейные 
упругие свойства которых не описываются степенными законами (п = 2, 3 ,...), а имеют 
более сложный вид. В этом случае амплитуда высших гармоник зондирующей волны 
будет зависеть от амплитуды волны накачки, что может быть использовано для диагнос: 
тики состояния таких сред.

ПРИЛОЖЕНИЕ

В настоящем приложении кратко представлена схема вывода уравнения (13 ).Разло
жение функции /(б ) в ряд Тейлора на интервалах (б ^  0) имеет вид:

Яе «S 0) = f(e) h (±6) = f(e1}0)h (±elt0) +

+ f f e ( e h 0 ) H ± ^ , o )  ±Яе1,о)5(±е| ,о)1 ( 2  2 ^ , ra) +
"  m  7 4 , 0

+  4 F l C ^ . o ) / 2 C ± e 1 , o ) ± 2 / Je ( e 1 , o ) 5 ( ± e i , o )  +  Я е , , о )  5  U ± e I > 0 )  1 X

X ( S 2 a „ . m  ) 2  + Л | ( * е ) .
n m

# 1 , 0

где Ri(±e) — остаточный член ряда Тейлора,

(П.1)

R , ( ± e )  <  ~  ( 2 2  en m ) * шах [ f(e)h  (±e)] f  ,
/ !  n m Ф г 0̂
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5(e) -  детальта-функшя Дирака. Подставляя (П.1) в (И ) получаем:

с п , т ( х )  (  „ _  ) 2 / е  ' т в 2 !  /  [ Д е , , о )  + / ' ( e i , o )  х2эт о

f e  щ  s  V , » '  * ' * ' " ‘ 5  х
2  п  m  # ± 1 ,0  z :

( П . 2 )

X  ( 2 -  2  S  е я ' . и -  е 'п 6' +'т в2 )2 +  . . .  ]
2  n ' m ' ^ ± , j 0

<Ю-

Используем в (П.2) разложение функций '(^l.o) в ряд Фурье:

Л(0 (е,,о) = 2  С » (* ) « * * * ,  (П.З)
к ~  — оо

где С^Р(х) определяется выражением (14). В результате после несложных алгебраи
ческих вычислений получаем уравнение (13).

Система уравнений (10, 13) позволяет методом последовательных приближений опи
сать распространение и генерацию волн всех комбинационных частот. В нулевом при
ближении первичные волны распространяются линейно и не взаимодействуют. В первом 
приближении наблюдается самовоздействие мошной волны, генерация ее высших гар
моник и первых комбинационных частот со, ±1; слабая волна распространяется в среде, 
параметры которой изменились под действием мошной волны. Можно показать, что 
слабая волна распространяется со скоростью с(х) :

с (х ) = с [1  -  у С 0(1)(х )] .  (П-4)

Уравнения второго приближения, кроме рассмотренных выше процессов, описывают 
генерацию комбинационных частот cow ± i , второй гармоники слабой волны, а также 
ее нелинейное затухание, связанное с образованием волн комбинационных частот [8, 9].

Автор выражает благодарность Л.А. Островскому за интерес к работе и полезные 
замечания.
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V . E .  N a z a r o v

E L A S T I C  W A V E S  I N T E R A C T I O N  
IN  M E D I A  W I T H  S T R O N G  A C O U S T I C  N O N L I N E A R I T Y

T h e  e f f e c t s  o f  t h e  f o r m a t i o n  o f  c o m b i n a t i o n  f r e q u e n c y  w a v e s  d u e  t o  p r o p a g a t io n  a n d  in t e r a c t io n  o l  c la s 

t i c  q u a s ih a r m o n ic  w a v e s  in  w e d ia  w it h  s t r o n g  a c o u s t i c  n o n l in e a r i t y ,  in  p a r t ic u la r ,  p r o p a g a t i o n  o f  a  w e a k  
w a v e  a n d  g e n e r a t io n  o f  i t s  s e c o n d  h a r m o n ic  in  t h e  f i e ld  o f  a  p o w e r f u l  p u m p  w a v e ,  a re  s tu d ie d . T h e  e q u a t io n s  
d e s c r ib in g  in  t h e  f ir s t  a p p r o x im a t i o n  s e l f -a c t io n  a n d  g e n e r a t io n  o f  h a r m o n ic s  o f  a  p o w e r f u l  w a v e  a n d  d a m 

p in g  ( a m p l i f i c a t i o n )  o f  a w e a k  w a v e  in  t h e  f i e ld  o f  a  p o w e r f u l  p u m p  w a v e  a r e  o b t a in e d .  I t  is  s h o w n  th a t  
t h e  p r e s e n c e  o f  a  p o w e r f u l  p u m p  w a v e  in  a n o n l in e a r  m e d iu m  c a n  r e s u lt  in  s l ig h t  d a m p in g  ( a m p l i f i c a t io n )  

o f  a  w e a k  w a v e  a n d  i n  a  v a r ia t io n  o f  it s  p r o p a g a t io n  v e l o c i t y .  T h e  e q u a t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  a p p r o x im a t io n  
a r e  o b t a i n e d  a ls o .  T h e y  d e s c r ib e  g e n e r a t io n  o f  h ig h e r  h a r m o n ic s  o f  p u m p  w a v e s ,  f i r s t  c o m b i n a t i o n  f r e q u e n 
c ie s  a n d  t h e  s e c o n d  h a r m o n ic  o f  a  w e a k  w a v e  in  t h e  f i e l d  o f  a  p o w e r f u l  p u m p  w a v e .  I t  is  s h o w n  th a t  th e  

p u m p  w a v e  c a n  c h a n g e  c o n s id e r a b ly  t h e  e f f e c t iv e  n o n l in e a r i t y  p a r a m e t e r s  o f  s o m e  s t r u c t u r a l - in h o m o g e n e 
o u s  m e d ia  w h o s e  n o n l in e a r  p a r t  o f  th e  s ta te  e q u a t i o n  is  n o t  d e s c r ib e d  b y  a  p o w e r  f u n c t i o n  w i t h  in te g ra l 
in d e x .  T h e  v a r ia t io n  o f  th e  e f f e c t iv e  p a r a m e t e r  o f  t h e  q u a d r a t ic  n o n l in e a r i t y  a n d  t h e  g e n e r a t io n  o f  th e  

w e a k  w a v e  s e c o n d  h a r m o n ic  a r e  s tu d ie d  in  t h e  p r e s e n c e  o f  a  p o w e r f u l  p u m p  w a v e  u s in g  m e d ia w i t h  v a r io u s  

d e f e c t s  (g r a in s  o r  c r a c k s  in  s o l id s )  a s  e x a m p le s .  T h is  e f f e c t  is  p r o p o s e d  f o r  d ia g n o s t i c s  o f  t h e  s ta te  o f  su ch  
s t r u c t u r a l - in h o m o g e n e o u s  m e d ia .
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