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ВОЗБУЖДЕНИЕ МОДИФИЦИРОВАННОЙ ПОВЕРХНОСТНОЙ ВОЛНЫ 
ЛЭМБА В АТМОСФЕРЕ ПОДВОДНЫМ ИСТОЧНИКОМ

И с с л е д о в а н ы  д и с п е р с и о н н ы е  с в о й с т в а  м о д и ф и ц и р о в а н н о й  п о в е р х н о с т н о й  в о л н ы  
Л э м б а ,  р а с п р о с т р а н я ю щ е й с я  в д о л ь  г р а н и ц ы  р а з д е л а  и з о т е р м и ч е с к а я  а т м о с ф е р а  -  " т я ­
ж е л а я ”  с ж и м а е м а я  ж и д к о с т ь  с  п о с т о я н н о й  п о  г л у б и н е  п л о т н о с т ь ю  и  с к о р о с т ь ю  з в у к а  
( м о д е л и р у ю щ а я  о к е а н ) ,  и  о п р е д е л е н ы  ч а с т о т н ы е  з а в и с и м о с т и  е е  к о э ф ф и ц и е н т о в  в о з ­

б у ж д е н и я  п р и  т о ч е ч н о м  п о д в о д н о м  и с т о ч н и к е  м а с с ы .  П о к а з а н о ,  ч т о  э т а  в о л н а ,  с у щ е с т ­
в у ю щ а я  л и ш ь  н и ж е  о п р е д е л е н н о й  к р и т и ч е с к о й  ч а с т о т ы ,  р а с п р о с т р а н я е т с я  с о  с в е р х з в у ­
к о в о й  с к о р о с т ь ю  в ы ш е  и . с  д о з в у к о в о й  с к о р о с т ь ю  н и ж е  о п р е д е л е н н о й  р е з о н а н с н о й  
ч а с т о т ы ,  о т в е ч а ю щ е й  п е р е с е ч е н и ю  ч а с т о т н ы х  з а в и с и м о с т е й  ф а з о в ы х  с к о р о с т е й  м о д и ­
ф и ц и р о в а н н о й  п о в е р х н о с т н о й  в о л н ы  Л э м б а  и  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  п о в е р х н о с т н о й  
в о л н о й .

Анализ полученного в [1] дисперсионного уравнения для собственных решений 
системы изотермическая атмосфера — однородная сжимаемая жидкость, моделирующая 
океан, показал, что лишь на частотах ниже определенной критической частоты (см . ( 12 ), 
(1 3 ) в [ 1 ] )  сущ ествует модифицированная поверхностная волна Лэмба. Она распрост­
раняется вдоль соответствующ ей границы раздела сред со  сверхзвуковой  (по отнош е­
нию к  воздуху ) скоростью , возрастающей при понижении частоты, и являющаяся ана­
л огом  известной волны Лэмба в атмосфере (см . [ 2 ] ) ,  распространяющейся со  с к о ­
ростью звука вдоль абсолютно жесткой границы раздела (несжимаемая ж идкость).

В настоящей же работе исследуется влияние силы тяжести в сжимаемой жидкости 
(приводящее к возникновению поверхностной гидродинамической волны) на диспер­
сионные свойства модифицированной поверхностной волны Лэмба и частотную зави­
симость ее коэффициентов возбуждения для точечного подводного источника массы.

При решении поставленной задачи рассмотрим, как и в [1 ] ,  изотермическую модель 
атмосферы с  экспоненциально спадающей с  ростом  высоты  z >  0  плотностью воздуха 
P i(z )  = P o ie x p (— ygz/c\) и постоянными адиабатической скоростью  звука и показа­
телем адиабаты у , предполагая, что начало цилиндрической системы координат z yr 
расположено на границе раздела z = 0 , а ось z направлена вертикально вверх; здесь 

ускорение силы тяжести, p0 i = р х (z = 0)  -  плотность воздуха на границе с жид­
костью , г -  горизонтальное расстояние. Тогда линеаризованное уравнение для воз­
мущения давления р\ в неподвижной атмосфере запишется, с  использованием [3 ], 
в следующем виде:

( О
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ко-где TV,2 = (7  -  l ) g 2/cj  -  квадрат частоты Брента -  Вяйсяля, Г , = (2 -  y )g/ 2c j  -
1 а а

эффициент Эккарта, AL = --------- ( г --------) ,  t  -  время.
г  д г  д г

Линеаризованное уравнение для возмущения давления р 2 в ’ ’тяжелой”  сжимае­
м ой жидкости с  постоянными при z <  О значениями плотности р2 и скорости  зву­
ка с2 , в которой  на глубине z = - h  расположен точечный источник массы с  про­

извольно зависящей от  времени производител .ностью Q (t )  = —  5 (г) 5 (z  + h )M (t ) ,  запи-
г

шется в следующем виде:

f a 2 2  2 а 2
(  — + y v f )  ([ Эг 2 > г 2d a

а 2

- Д х ) эг
а2 а2 ,  а2

( Т Т + A t f  ) (
ы a z 2 Г 2 - - )  

Эг
exp (gz/c2 ) p 2 =

p2e x .p (g z/ c t ) {— r .+ N2 )
ot

Э 0

Эг

где iV 22 = - Z 2/ c‘2 > Г2 = g / c \ y M( t )  -  функция, моделирующая определенный физичес­
кий процесс в источнике, 5 (г) и d(z + h ) -  дельта функции. Для дальнейшего удобнее, 
представив возмущ ение давления в виде интегралов Фурье по частоте со

Р,'(0  = —  f  P i(o j)e '^ 'dco ,  / = [ 1 , 2 ] , ( 3 )
2тг

перейти к  уравнениям для соответствую щ их компонентов р^-(со):
_  с о 2

&LP  I +  k i p l  +
____ \ N 2 _  Э р х  | Э р ,

(с о 2 - Л ^ 2 ) с ?  /? l  с,2 Эг
=  0 , г >  0 (4 )

Д т Р г  +  +

СО'

( о ; 2 ~ / V 22 )

Л̂22 _  Ъ2р 2 
Р2 + ---------

Л Э г

8 (г)
-  /сор2'----------<$(z + h)M(cj j ) t (5 )

где kj = (ojcj -  волновые числа в соответствую щ их средах, М (со ) -  Фурье спектр 
функции М( г ) .  Необходимые для однозначного решения уравнений (4 ) ,  (5 ) гранич­
ные условия, выражающие непрерывность вертикальных компонентов скоростей 
смещений vzj  и полных производных от  суммарного давления по времени dpjjdt на 
границе раздела сред z = 0, запишем через Фурье компоненты возмущений давле­
ния Ру (со) и вертикальной компоненты смещения uz, (со):

z  =  +  0 ( Р 1 - P i ^ 2 l)|z = +0 = (Р 2 - p g U z  2 )|г =._о-

Для полной замкнутости задачи, через одни лишь величины давления, достаточно 
в равенствах ( 6) воспользоваться взаимосвязью

-  = fe/6'/  Ур/ + (8Р,/Эг>
Uz'  P y O O  ( w 2 -  /V ,2 )

следующей из дифференциального соотнош ения 

Э2 Э2
— —  exp (gz/<?j)p'i + (  — -  + /V /  ) p ,(z )e x p (? z /c /  )кг / = 0 ( 8)
О/ OZ * о /

между возмущ ением давления и вертикальной компонентой скорости  смещения 
частиц в волне (см . [ 3 ] ) .  Тогда, учитывая (6) ,  ( 7 ) ,  из уравнений ( 4 ) ,  (5 ) нетрудно 
получить для представляющих интерес величин интегральные выражения, удовлет-
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воряющие принципу излучения при | г  \ -* °° ; г -*

р01М(и>) 

2  /со

Ро 1 М(и>) 

2  P i ( z )

_  i'p2Af(co) 
Рг =

<х>

P i  =

W zl =•

(со2 - Я ? ) ( с о 2 - Я 22) /
e x P ( “  7 l z  " "  7 2 A )  ( 2 )

oo D(k,  со)
H0 (kr) kdk. (9 )

OO
-(со2 - N l )  f

(g/c\ - 7 i ) e x p ( - 7 i z - 7 2 f t )  „ ( 2 )
* CO £ > (& , с о )

-tf0 \kr)kdk, z > 0 ;

4co

D i ( k , < o )

(со2 - / V 22 ) /  { е х р [ - т 2 (г + A)]
OO

exp[7 2(z -  A ) ] }— H0(2)(kr)dk,
D(k, со) 

Af(co)
vZ2 - ~

OO

/
4

(
£

C l

72

72 ) e x p [—72( z + / * ) ] -

P‘2 =

£>(*. со) c 2 

/р2М (со) , 2

к

7 2
H0(2\kr)dk , z >  — h,

oo

4co
(co2 - y v 22 ) /  exp [72 (z+ /i)|

■ oo

1 O i ( * .  CO) x

D(k,  со)

( 1 0 )

X e x p [ -  2 7 2A] ! —  H o 2\kr)dk,

=

Af(co)
72
CO

/  exp [72 ( z +  A)]
OO

£ , ( * .  со)
1 ---------------- --- exp [ -2 7 2  A] X

D(k,  со)

g к ( 2 )+ 7 2) —  Я 0 (*r)rffc, z <  — h.X ( 2
c 2  7 2

В ( 9 ) - ( 1 1 )  введены следующие обозначения:
27 V  ,  ,  Л',2 ЛГ? ) , /2

Н к 2 - к ] ) {  1 --------- ) -
4 с?

/V ,2

7 2  =  )  ( *  —  * 2  )  (  1 ----------- Г ) -
с о c l

СО
1 / 2

с\

D (k ,  со) = (  — г 7 i )  (со2 -  £7 2) + / ? ( -  ^ ■ '

( П )

с ?
+ 72 Ш ( ~ r - - 7 i ) - ( c o 2 -  A 'f ) ] ,

с| с?

/ ) , ( £ ,  с о ) -  (—~  7 ,  )  (со2 + £ 7 г ) + Д ( ~ - 7 2 )  f g  ( - ~ ----- 7 i )  — (со2 -  N 2)],
С 1 с 2 С*!

Д  =

( 2 ) .

P o i

Р2

( 1 2 )

Я 0 (кг) -  функция Ханкеля.
П оскольку здесь представляют интерес лишь поверхностные волны, а именно -  

модифицированная поверхностная волна Лэмба, которы м  соответствую т полюса под­
интегральных функций ( 9 ) - ( И ) ,  то обратимся сначала к  анализу решений диспер­
сионного уравнения D(k,  со) = 0 (см . ( 1 2 ) ) ,  предварительно переписав его через 
безразмерные величины x  = k/klt а = с {/с2 , W2 = Я 2 /со2 = (7  -  l ) G 2 , W2 -  - N 2/co2 = 
= a2G 2, W3 = ( 2 - y ) G / 2 ,  G = g/cocl в следующ ем виде:

(? i  -  W3) ( \ - G v2) + R ( v2 + a 2G )  [1 -  W2 + G (v { -  W3)\ = 0,

Vl  =  +  ( ^ 2  -  1 )  ( 1  -  И /,2 ) ,  2-2 =  V (  1 +  Ĥ 22  ) л 2 - P 2 . ( 1 3 )
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В связи с гем, что отношение плотности воздуха к плотности жидкости мало: R % 
ъ  10 “3 < 1, то второе, пропорциональное R , слагаемое в (1 3 ) будет вносить опреде­

ленные поправки к  нулевым приближениям, отвечающим волне Лэмба x L  = 1
(см . [ 1 ] )  и гидродинамической поверхностной волне x G 1/G (см . И ] ) .  По­
этом у удобно представить иском ы е решения в виде:

X L = s/ \  - y L> X q  = (1 4 )

где y L <  1 и у G <  1 -неизвестны ем алы е добавки . Подставив (1 4 ) в уравнение (1 3 ) , 
в первом приближении для у г и у с  находим

Д \ / 1 - а 2 ( 2  W3 -  R - /  1 - е 2 ) ,

- ( 2 - 7 ) Л ( 1  +
2 + С - '

\ Л  +  И/22 -  а '
) ,

П +
1 -  IV ,2

( \ / W  + J — ( 1  —  IV 2  )  —  И^з)

G <  1
(15)

G >  1;

- ) • (16 )

П оскольку при G  <  1 решение
уравнения ( 1 3 ) , отвечающее аналогу волны Л эмба, возм ож но лишь при _у7 > 0 ,  .то  
из (1 5 ) следует, что модифицированная поверхностная волна Лэмба сущ ествует только 
на частотах ниже определенной критической частоты (см . [ 1 1 )

4 R ( y -  1 ) > / 1  - а 4Я
w ; ,  -

c i  V ( 2 - 7)2 + 16/?2(1 - а 2 ) ( у -  1 )  - (2 - 7 )
(17 )

которая находится из уравнения (1 3 ) при иг = 0 . П оскольку для атмосферного воз­
духа 1 < 7  <  2, то из (1 7 ) находим более наглядное выражение для критической 
частоты :

“ L  =
( 2 -  7) g

2  R y / T ^
(18)

а~ С|
Из (15 ) следует также, что ниже критической частоты модифицированная поверх­
ностная волна Лэмба при G <  1 распространяется со  сверхзвуковой  скоростью , уве­
личивающейся при понижении частоты; на низких же частотах (7 >  1 скорость  ее 
распространения остается, в отличие от [ 1 ] ,  всегда д озвуковой  и также увеличи­
вается при понижении частоты, стремясь, однако, при G  -►«> к определенному зна- .

( 2  • -  7 )
чению c It °*С\ [ 1 --------- -— R ] . Что касается гидродинамической поверхностной волны

(см . ( 1 6 ) ) ,  то добавка у с  к  ее решению также изменяет свой  знак при переходе 
от вы соких частот ( G < 1 )  к низким (G  >  1):

2R, G  -> 0

Ус %

/  2 - 7  2 
V ( — — ) + ( 7 - 1 )

2 - 7
(19)

- ( 7 - 1 )
R

j ,

2 - 7  2 2 - 7
(— — )  + C r - i ) ------- г 1 -

G оо

не меняя, однако, общ его поведения фазовой скорости  этой волны c Gi  от  частоты.
Смена знаков у  величин y L и у с , т.е. переход через значение y L = y G = 0 , про­

исходит при G ^  1 , когда изменяется знак у  множителя (1 -  Gv 2)  в первом слагав-.
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Р и с . 1 . З а в и с и м о с т и  д о б а в о к  к  ф а з о в о й  с к о р о с т и  м о д и ф и ц и р о в а н н о й  п о в е р х н о с т н о й  в о л н ы  Л э м б а
СI

VL  =  ( ------------- 1 )  -  (а) и  к  ф а з о в о й  с к о р о с т и  г и д р о д и н а м и ч е с к о й  п о в е р х н о с т н о й  в о л н ы  Vq  -

f  т
=  ( -----------G )  — {6) о т  б е з р а з м е р н о г о  п а р а м е т р а  G ^ g / o jc . ,  р а с с ч и т а н н ы е  с  и с п о л ь з о в а н и е м  ( 1 3 )

C i
п р и  R  =  1 0 “ 3 , а  .= 3 4 / 1 5 0 ,  у  =  1 ,4 .

м ом  уравнения (1 3 ) . Это отвечает том у  п ростом у ф акту, что частотные зависимости

фазовы х скоростей  cL i (  1 y L )  и c G ^ C xG{\  — y G) ,  отвечающие этим двум

поверхностным волнам, пересекаются на определенной резонансной частоте со = сор ^  
g / ci , при которой  в  выражениях (9 ) —(1 1 ) присутствует лишь один полюс, но 

зато второго  порядка. Сказанное относительно поведения с/, и с с  подтверждается 
приведенными на рис. 1 результатами численного решения уравнения (1 3 ).

Теперь, поскол ьку здесь представляют интерес лишь акустические возмущ ения в 
атмосфере, остановимся на анализе частотной зависимости коэффициентов возбуж де­
ния модифицированной поверхностной волны Лэмба для давления А р (со) и верти­
кальной компоненты  скорости  смещения A v (со), которы е следуют из (9 ) при G ¥ = l ,  
x L Ф х в :

y S Z ( i  -  w j ) ( \  +  w j )

G 3l2F (x L )
а р ( ь >) =

. (W ,  —  V \ ( x j ) )
'4u (CJ)  =  '4 p (OJ)e x p  {ygz/c  f  )  X

{ \ - W ? )
где

* ( 1  -  W!2 )  ,
F { x )  = -----------------------11 - G v 2  + R G ( G a 2 + u 2 )  \ +

i ' i

( 2 1 )

* ( i  +  w i )  ,+ - - - - - - - - - - - t e [ G ( H / 9 - « ' i ) - l  +  H ' ? ] - G [ » ' ,  - Vl]\.

С использованием коэффициентов возбуждения (2 0 ) ,  (2 1 ) выражения для р х и ~vzi
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Р и с . 2 .  З а в и с и м о с т и  о т  б е з р а з м е р н о г о  п а р а м е т р а  G = x/ ojc1 к о э ф ф и ц и е н т о в  в о з б у ж д е н и я  д н я  
д а в л е н и я  Ар -  (а) и в е р т и к а л ь н о й  к о м п о н е н т ы  с к о р о с т и  с м е щ е н и я  A v -  (б) в  м о д и ф и ц и р о в а н ­
н о й  п о в е р х н о с т н о й  в о л н е  Л э м б а ,  р а с с ч и т а н н ы е  с  и с п о л ь з о в а н и е м  ( 2 0 ) ,  ( 2 4 )  и  ( 2 1 ) ,  ( 2 5 )  с о о т ­
в е т с т в е н н о  и  п р и  R  =  1 0 “ 3 , а  =  3 4 / 1 5 0 ,  у =  1 ,4 ,  z -  0 ;  с п л о ш н а я  л и н и я  о т в е ч а е т  \ h | =  1 0 2 м , ш т р и ­
х о в а я  -  | h | =  1 0 3 м

запишутся в следующем виде:
т а  Р о1 Щ о » г 312

р  1 =
с\

e - ' ( fc1 *i.» + 3"/4)/4 (w),

/ 2a  m ( w ) ^ 3 / 2  _ ( ( * , * }  г + « / 4 ) , ,  ,
V ---------------------- 5--------------- е  ^  Л „ ( с о )

г с,3
На резонансной частоте и  = сOp^g/ci ,  когда д:L является полюсом второго порядка 
(G ^  \ , xL = x q ) , окончательные выражения для коэффициентов возбуждения 
Ар (и)  и Av(со) получаются более громоздкими, чем (20) и (21),поэтому их удобнее 
представить здесь, не расписывая производной пох:

,  ,  ч  ( 1  —  W i ) ( 1  +  w i )  i k i X t r i _ d  

A r ( “ n ) = --------------- Т Г з Д -------------------e  l im
U  * x ~ *x  L

( X - X b f  

D ( k \ X ,  u p )
X

Х у Д к х Up exp
yG

-  iki [ xr + z (yx +------) + hv2 ] (24)

A v ( u p )
( 1  +  W%) ik , x )  r + y g z / c \  

0 3 !2  e lim
x ^ x L dx

(х - Х г ) 2(Мъ - v A \ / x  yG  )
) - ^ 7— "— V~T~2-----------e x p { -  i k i [ x r  + z (  v, + —  )  + hv2]l  •
1 D ik iX .^ lk ^ l  2 J

Уже из простейш его приближенного, анализа выражений для Ар (и)  (20), (24) и 
А у  ( с о )  (21), (25) мож но сделать полезные вы воды . Во-первых, появление в уравнении 
(1 3 ) на резонансной частоте полюса второго  порядка приводит к  возникновению 
при и  =  и р у зк ого  резонансного максимума в коэффициентах возбуждения м оди­
фицированной поверхностной волны Лэмба. Во-вторы х, в Ар (и)  сущ ествует также 
относительно широкий максимум  на определенной частоте со = и с  (z ,  h ) , обусловлен­
ный наличием в ( 2 0 )  экспоненциального и пропорционального с о 3 ^2 множителей, 
противополож ным образом  ведущ их себя с ростом  частоты. П оскольку при удале­
нии корреспондирующ их точек от  границы раздела соответствую щ их сред максимум 
при u  =  u c (z ,  h) смещается в область более низких частот (сос -* 0 , | h l -^ 00, z -> °° ) , 
то при определенных значениях h =  hp , z  =  z p  возм ож н о совпадение обеих частот 
и с  = и ру при к отор ом  резонансный м аксим ум  будет наиболее выделен по амплитуде.
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Сказанное относительно поведения А р (со) и A v (co) подтверждается приведенными 
на рис. 2 результатами численных расчетов с  использованием выражений (2 0 ) , (24 ) 
И (2 1 ) ,  (2 5 ).

Таким образом , учет влияния силы тяжести также и на волновы е процессы в 
жидкости приводит к  следующим эффектам. Во-первых, появляется резонансная 
частота, равная отношению ускорения свободн ого  падения к  скорости  звука в возду­
хе, на которой  в коэффициентах возбуждения поверхностной модифицированной 
волны Лэмба присутствует узкий резонансный м аксим ум , а частотная зависимость 
ее фазовой скорости  пересекается с  аналогичной зависимостью для поверхностной 
гидродинамической волны. Во-вторых, сущ ествует выделенное расположение к о р ­
респондирующих точек относительно границы раздела сред, при к отор ом  резонас- 
ный м аксим ум  в коэффициенте возбуждения этой волны наиболее выделен по ампли­
туде. В-третьих, модифицированная поверхностная волна Лэмба распространяется со 
сверхзвуковой  скоростью  лишь для частот ниже критической и выш е резонансной; 
для частотного диапазона ниже резонансной частоты эта волна распространяется с  д о ­
звуковой  (п о  отношению к  воздуху ) скоростью .
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