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ОПТИЧЕСКАЯ ТЕОРЕМА ДЛЯ СИСТЕМЫ 
ПЛАСТИНА -  СТРАТИФИЦИРОВАННАЯ ЖИДКОСТЬ

Сформулирован аналог оптической теоремы для трехмерной системы, в которой наряду с рассеивающим препятствием присутствует бесконечная пластина и, кроме того, возникают дополнительные каналы рассеяния из-за стратификации акустической среды.При исследовании гранично-контактных задач акустики приходится применять сложные и громоздкие аналитические и численные методы. В связи с этим особое значение получают универсальные тождества, позволяющие проводить независимый косвенный контроль полученных результатов. Одним из таких контрольных тождеств является оптическая теорема, устанавливающая связь эффективного сечения рассея­ния Е  падающей плоской волны со значением диаграммы рассеяния в направлении отраженной волны.Ранее формульные выражения оптической теоремы были получены в случае двух измерений. Для системы пластина -  однородная акустическая среда оптическая теорема установлена в работе [1 ]. Учет неоднородности жидкости проведен в статье [2 ]. В настоящей работе эти результаты обобщаются на трехмерные гранично-контактные задачи.Рассмотрим систему, состоящую из бесконечной пластины, упругие волны в которой описываются уравнением Кирхгофа
и стратифицированного акустического полупространства, в котором выполняется уравнение Гельмгольца
При z  >  Я  среда однородна к  (z) = к х . На границе z = Я  выполняются условия непрерыв­ности

В формулах (1) -  (3) введены следующие обозначения: £(х, у )  и u ( x , y , z )  -изгибное смещение пластины и звуковое давление, к 0 -  волновое число изгибных колебаний пластины в вакууме, D  -  цилиндрическая жесткость пластины, р и р , -  плотности акустического слоя 0 <  z <  Я  и полупространства z >  Я.На пластине задается условие прилипания
На бесконечности задаются условия излучения, которые будут конкретизированы ниже.

о)

(A + fc2 ( z ) ) u ( x ,.y ,z )  = 0 , z >  0. (2)

и ( х , у , Н  - 0 )  = и ( х , у , Н  +  0),  
д и ( х , у ,  Н  -  0)/Эг = к -1 Ъ и ( х , у , Н  + 0)/Эг,к = P l / P - (3)
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Пусть в конечной области расположены некоторые неоднородности. Характер этих неоднородностей несуществен. Это может быть набор дефектов пластины (трещины, ребра жесткости), объемное тело, прикрепленное к пластине или располагающееся отдельно от нее в волноводе 0 <  z < Я и л и  полупространстве z >  Я . Наконец, это может быть область с иными свойствами пластины и среды или комбинация таких неоднород­ностей. Важно только, чтобы эта неоднородность не излучала и не поглощала энергию.Отличие в структуре поля от случая постоянной скорости состоит в наличии неко­торого числа L  распространяющихся мод, обусловленных существованием волновода при наличии минимума скорости звука. Это приводит к необходимости доказательства их взаимной ортогональности и их ортогональности волне, уходящей в дно.Уточним принцип излучения. Дифракционное поле представляется в виде суммы поверхностного (волноводного) процесса wsurf и уходящей в дно сферической волны wspher> асимптотики которых имеют вид< W  = z  (4)/= О
(5)k xRЗдесь г2 = х 2 + у 2, R 2 = г2 + (z -  Я )2 ; 'I'/ (ip) и Ф (д, у)  — диаграммы направленности поверхностных и сферической волн; X/ и ot (z) — положительные собственные числа и собственные функции краевой задачи:

d 2—  v(z)  + к 2 (z) и (z) =  X2 v{z), z >  О,
dz

d v ( H  -  0) , d v ( H  + 0)
v (Я  — 0) = v (Я  + 0), --------------  = к 1 -------------- ■,

dz dz

dv(0)
-  k'0) - ± - J  + v  v(0 ) = 0 , 

dz

v = p ш 1 ID.Собственные функции ve экспоненциально убывают в полупространстве: 
щ ( ? ) = щ ( Ю  ехР I- (z -  я) 1.

(6)

(7)С учетом (7) задача Штурма -  Лиувилля (6) может быть переписана в виде:
v + к 2 v = \ 2 v,  0 < z  < Я ;

+ w  =  0 , z = 0;
—  + к~1 \/\2 - k ]  v =  0 , z = Я . 
dzУстановим ортогональность собственных функций задачи Штурма -  Лиувилля, отвечающих разным собственным числам X/. Домножим уравнение для на v j  и вычтем из него уравнение для V * , домноженное на Интегрируя по промежутку (0, Я ) ,  по­лучим

В первом слагаемом проинтегрируем один раз по частям и учтем условия на поверх- 14



н о ст и  и п р и  z  =  Я ;  в  р езул ь т а т е п о л у ч и м :-1н  к А Vi(H)vJ  (Я)
1 э^до) bvj  (0 )

dz dz
+ — 

v
(К *+\})  = А ,  6'.

Здесь введены нормировочные множители A h  имеющие размерность длины.Энергетические тождества. Исследуем два волновых процесса: дифракцию плоской акустической волны, падающей на неоднородный слой из полупространства I z >  Я I , и дифракцию поверхностной волны, отвечающей собственному числу Хп задачи (7). Рассмотрим сначала геометрическую часть ноля. В нервом случае имеем_  р[‘ } + p { r\ z > H

Pl p[*\o<z <Н,
р[*) = A  exp ( ikx (г cos (p -  <p0) cos + 2 sin #o))>
p\r) = /4Д (tf0) exp (ikx ( r  cos ( p - у 0) cos d 0 -  z  sin d 0) ) ,
p [ r) = A T ( d q) exp ( ikt r  cos (y -  </>o) cos #0) u (z; k x cos tf0) •Здесь p№ -  поле падающей волны, p \r* -  поле отраженной волны, р [ ^  -  ноле, возбуж­денное в волноводе. Для коэффициентов отражения R  и прохождения Т легко получить следующие формулы:

v ^ ( 0 j x  )co s # 0  -  к-1 (0,д )/9z* ( » o ) -  “
П »  о) =

i/ l ) (0 ,fi)c o s # 0 + * -1 Эи(1)(0,д)/Э z ’ 2 cos 0i/ ! ) (0,/i)cos #0 + * 1 Эу(1) (0 , д)/Эг’здесь р  = к  х cos #0 •Во втором случае имеем лишь поверхностную волну: 
р 2 = А  ехр (/ Хя г cosfa -  *>0)) vn (*).Рассмотрим область S2 (рисунок) в /?+, образованную полусферой S = l r 2 + (z -  Я )2 = =  d 2, z >  Н } ,  цилиндрической поверхностью С  = \r = d ,  0 <  z <  Я  ( и пластиной Р  = 1 г <  

< d , z  =  0}. Построим функционалИ р , q)  = f  (Ha(pt q )9e)d s  +  J  (П / ({ ,0 »
d n d ЪР

er)dd<p.Здесь £ и J  — изгибные смещения в пластине, отвечающие акустическим полям р  и q. Функции Па (р, q) и Пу(£, f)  дают векторы потоков энергии взаимодействия акусти­ческих и изгибных волн. Вектор нормали к  поверхности Э£1 обозначен через еу ег -  единичный вектор вдоль координаты г. Для Па (р, q) и Пу(£, f)  воспользуемся резуль­татом [1] и [3] 1Иa( p , q ) =  ; ------  Iiti(р* V q ) ,
2(0 рП Д £ , Г) = -  ' - D e o  Im(£* V  Д  f  -  о V£* A f  -  (1 -  о) (V £ * , V )  V ?)-Здесь о — коэффициент Пуассона материала пластины.Функционал W(p, р)  вычисляет энергию, переносимую полем через границу области Г2</, a И ( р , q )  = И р ,  67) + W(qt р)  -  энергию взаимодействия полей р  и q. Очевидным свойством геометрических частей поля является тот факт, что суммарная энергия,15



переносимая этими полями через произвольный замкнутый контур, равна нулю. В частности, имеем
W(pu p i ) =  W(p2>p 2) =  0 . (8)Соотношение (8) -  следствие закона сохранения энергии и легко проверяется непосред­ственным вычислением.Обратимся к  рассмотрению дифракционной части поля. Основными ее компонентами в дальней зоне являются расходящаяся сферическая волна (5) и расходящиеся волны в волноводе (4 ). Прочие компоненты поля (неоднородные волны) не являются энерго- носными при d  -+00 и ниже не рассматриваются.Вычислим парциальные потоки энергии, переносимые через границу волнами Mspher и  Msu rf  •tyspher =  ^ ( wsph ег» wspher)4тг2 2яя/2= w 1 —  /  / I c o s d d d d i p ,

к\ о о
2 л  L  2я^ s u r f  ”  ^ ( ws u r f ,  ws u r f ) “ vvl ~ ^  ^ 1  /  I '^/(v?)l
к \ i=o  оЗдесь w, -  энергия, приходящаяся на единицу площади фронта плоской акустической волны р\^:

к г \ А \ 2w, = --------- .
2рсоЭнергия, приходящаяся на единицу длины фронта поверхностной волны, вычисляется по формулеX/M I 2 А ,w2 = — ----- — .

2 p o jПоток энергии взаимодействия wsurf с wspher, как и в случае однородного акустическо­го полупространства, равен нулю, в чем легко убедиться из (7):^  (wsurf> ws p h e r ) —Сумма W&urf  + Wspher представляет собой полную энергию, рассеянную на препятствии. Таким образом, мы приходим к следующим равенствам для эффективных поперечни-16



ков рассеяния для акустическом и поверхностных волн: 47Г2 2 тгя/2
2 , = —  /  / |  *,(*>, tf)|2 cosd d d d f *  

к\ о о2 ТГ L  2 я+ —  2  л ,  ;ATj / = 0  О
Е 2 = 2 , — . (Ю )Х/Л/Обратимся теперь к потокам энергии взаимодействия геометрической и дифрак­ционной компонент поля. Поток энергии взаимодействия p Y с поверхностным процес­сом распадается на сумму энергий взаимодействия р } с отдельными модами. Вычислив энергию взаимодействия в полупространстве \z >  Н \  как вклад конца промежутка интегрирования (стационарные точки на контуре отсутствуют) и установив затем орто­го н а л ь н о ст ь ^ ; к г c o s £ 0) с i> ,(z),найдем

,  WSu r f ) = 0 .Аналогичным образом получим^  (р2 » wspher) = 0*Учтем тот факт, что плоская волна взаимодействует со сферической только в направ­лении своего распространения [4],
W (р\*\ Mspher) = 0.Таким образом, остается рассмотреть потоки энергии взаимодействия р\г  ̂ с Mspher и р 2 с wsurf . Проведя довольно громоздкие вычисления, получим8 я2
2 1 = - Т 7  ( И )

к\

4 7 тЛ п2 2 = - —  (12)Формулы (9 ), (11) и (1 0), (12) в совокупности носят название оптической теоре­мы для плоской и поверхностных волн.
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I .V . AndronovO PTICA L THEOREM  F O R  A  SYSTEM  ’ ’PLATE -  ST R A T IFIE D  LIQ U ID ”
Three-dimensional problems of acoustic waves scattering by infinite flexible plates covering a stratified liquid layer which lyes on a homogeneous half-space are considered. An ’ ’optical”  theorem for the problems is derived. The identities of the theorem differ from that being previously obtained for homogeneous acoustic- media in terms corresponding to normal waves o f  a waveguide formed by the layer. At large distances the scattered field forms a divergent spherical wave in the half-space and a set of circular waves in the waveguide channel. The identities are obtained for two cases o f excitation: the excitation by a plane acoustic wave incident from the half-space and the excitation by a plane normal wave propagating along the plate.The derived identities can be useful for independent confirmation of numerical calculations data.
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