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Показано, что в случае, когда возмущения образуются за времена, большие времени свободного пробега электронов, роль электронов проводимости в нелинейных упругих явлениях может быть сведена к перенормировке решеточных модулей упругости треть­его порядка и проанализированы характеристики уединенных волн деформации для этого случая.При изучении нелинейных звуковы х волн в твердых телах в качестве физической причины нелинейности обычно рассматривается отклонение упругих свойств решетки кристалла от закона Гука [ 1 , 2 ] .  Такие представления, строго говоря, применимы лишь к диэлектрикам. В металлах же существенную роль должны играть подвижные носители заряда, взаимодействующие с деформированной решеткой [3, 4 ] . В частности, в рабо­те [5] показано, что металлы, близкие к электронному топологическому переходу, должны обнаруживать существенно нелинейные акустические свойства, причем нелиней­ности, обусловленные близостью к точке перехода, оказываются всегда больше нелиней­ностей, связанных с кубическим энгармонизмом. Однако и в иных случаях электрон­ная система металла может существенно повлиять на распространение нелинейных возмущений. Роль электронов при этом особенно интересна в случае, когда длина свободного пробега / оказывается значительно большей характерного размера возму­щения Д  : / >  А .  При наличии в возмущении потенциальных ям для электронов тогда возможен захват электронов нелинейным возмущением. Влияние такого процесса на распространение ультразвука в предположении деформационного механизма взаимо­действия электронов и решетки рассматривалось в работах [ 6 - 8 ] . В металлах важную роль должно играть самосогласованное электромагнитное поле, возникающее при де­формации решетки и приводящее к  перераспределению электронов. Нелинейность, связанная с таким взаимодействием электронов и решетки, может оказаться сущест­венной для распространения нелинейных звуковы х волн в металлах. При этом, если время образования возмущения оказывается малым но сравнению со временем сво­бодного пробега и в то же время большим по сравнению со временем пролета электро­ном потенциальной ямы, происходит адиабатический захват электронов [9 ]. Уединен­ные волны деформации для этого случая изучались в работе [1 0 ]. В настоящей статье рассматривается другой случай, когда возмущение образуется за времена, большие времени свободного пробега электронов.Уравнение движения заряженной решетки в эйлеровых координатах имеет вид [11]
где р (г , г) и q ( r ,  t )  — плотность массы и плотность заряда решетки, Е (г , г) — самосог­ласованное электрическое поле, v =du/dt — скорость элемента объема решетки, djdt  = =  Э /Эг+ О/ ЫЪгг .Самосогласованное электрическое поле Е (г , t)  =  — grad у  (г, г) определяется урав­нением Пуассона для скалярного потенциала <р:
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где qe (г, г) = епе (г , г) # пе (г , t) -  плотность числа электронов, определяемая функцией распределения электронов/р (г ,г )Ч » ( г ,0  = 2 / р ( г , 0  . (3)В квазиклассическом случае f p (r,  t)  определяется уравнением
b f p / р - / 0dA + v V p . + еЕ-

bt dr Эр (4)
где тр -  время релаксации электронов,/0 -  локально-равновесная функция распре­деления.Производные d P kt/dri в уравнении (1),  где Р к1 -  тензор напряжений в эйлеровых координатах, связаны с соответствующими производными в лагранжевых координатах соотношениями [11]

ЪРк1 1 Ъак , (5)
Ъгi j а г?где ./ -  якобиан перехода от эйлеровых координат г , к лагранжевым координатам 

r°i , о к1 -  несимметричный тензор П иолы -К ирхгоф а, определяемый какЭ
ок1 =

Ъи
5 U  ,

ki
(6)

где 5U 0 — обусловленный деформацией вклад во внутреннюю энергию кристалла, 
и°к1=Ъик/дг?  [1] .Считая деформации достаточно малыми, ограничимся в разложении внутренней энер­гии по инвариантам тензора деформации величинами до третьего порядка малости. Тогда для изотропного твердого тела получаем [2 ]:S и ° = ^ 1  + + - j e M , e %, + B e f k e?,  + - j  e f , (7)
где к и ц — модули всестороннего сжатия и сдвига в линейной решетке (модули упру­гости второго порядка), А ,  В ,  С  -  нелинейные модули упругости (модули упругости третьего порядка), е%  -  тензор деформации в лагранжевых координатах:

(8)
Уравнения (1 ), (2 ), (4) вместе с уравнением непрерывности
ар
аг + div(pv ) = 0 (9)и соотношениями (3 ) , (5 ) , (7 ) , (8) описывают движение решетки в рассматриваемых приближениях. При этом нелинейность входит не только благодаря учету отклонений от закона Гука, но и через неравновесные плотности массы р(г, г) и заряда q ( г, г) ре­шетки, а также благодаря нелинейности уравнения, связывающего индуцированную плотность заряда q e (г, /) с полем E ( r , t)  , возникающей вследствие нелинейности урав­нения (4 ). «Для одномерного возмущения с помощью (7) находим

~ ~ Т ~ = аи'о + (За + 20)и0и'о + уч'о" , (10)
дхгде штрихами обозначены производные по лагранжевой координате х ° ; а  и 0 выражают-134



с я соответственно через модули упругости второго и третьего порядка:4
а  = к  + —  д, 3 р = Л  + ЗВ + С.

Кроме того, в выражении (10) мы учли поправку, связанную с пространственной дисперсией модулей упругости (слагаемое уi/0" ' ) .  При этом, интересуясь в дальнейшем достаточно плавными возмущениями, мы сохранили вклад от пространственной дис­персии лишь в линейных членах.Переходя к эйлеровым координатам, исходную систему уравнений можно перепи­сать в виде
и 2йи 2 ч U U1 - и  1 0 - и ) 2 ( 1  - и )'\3 cm tt

>\ 2 +0 - « )
и "  ' .+ 7 ( - ------Г  (— ------ ^  > + <3а + 2«1 - и  (1 - и  )* I II -7и и e Z

+  -------w
(1 - и )<\3 М

п U I
р + ( р - -------г )  = ° .1 -  U (13)

где и  =  uxt а точками и штрихами обозначены частные производные соответственно по Г и по х ;  Z  и М  -  кратность заряда и масса ионов, образующих решетку. Уравнения(12) -  (15) полностью описывают одномерные возмущения в нашей системе.Отдельного рассмотрения заслуживает поведение электронов. Как уже отмечалось, если нелинейное возмущение представляет собой потенциальную яму для электронов (т.е. е у  <  0 ) , го возможен захват части электронов движущимися возмущениями. Состояние захваченных электронов определяется условиями, в которых такой захват происходит.Для возмущения, движущегося с постоянной скоростью s , уравнение (15) перепи­шется в виде
dJ ±
э t

+ ( V p - s ) f p - e ^ ‘ (16)
где производная по времени учитывает теперь возможное изменение амплитуды воз­мущения, а штрих означает производную по £ = х  -  s i .  При е у  <  0 энергия электрона 
Е  в системе отчета, связанной с возмущением (для квадратичного изотропного закона дисперсии)

Е  =
w ( f p - i ) 2

может принимать как положительные (пролетные частицы) так и отрицательные (зах- ваченные частицы) значения. Говорить о захваченных частицах имеет смысл лишь в случае, когда за время между столкновениями тр электрон успевает совершить много колебаний в потенциальной яме, т.е.при выполнении условия тр, где т — время про­пета электроном потенциальной ямы, которое для ямы глубиной е\р0 и шириной Д оказывается порядка Д/\/ I е у 0 \/т.Если процесс образования нелинейного возмущения происходил достаточно быст­ро, так, что выполнялись неравенства т < t 0 где /0 — характерное время нарас­тания возмущения, то захват электронов происходит адиабатически [9].  Особенности135



уединенных нелинейных упругих возмущений в металлах именно для этого случая рас­смотрены в работе [10].В настоящей работе мы рассмотрим случай медленного нарастания возмущения, когда т < т р < [ 0 . В этом случае возмущение можно рассматривать как стационарное и описывать поведение как захваченных, так и пролетных электронов уравнением
< «£ -* )/ ;- "р'-т2-  = о. (is)

°РхИнтегралом движения частицы при этом будет ее энергия Е  в системе отсчета, связан­ной с возмущением, а решением (18) является любая функция от интегралов движения 
f p  = / (£ , Ру, P z )• Конкретный вид функции f p определяется граничными условиями.В случае уединенного возмущения (когда </э(£ -* ± °°) = 0 )  граничное условие для функции распределения f p пролетных (Е >  0) частиц имеет в и д / , (р, £ = / 0 (бр),где /о (ер) — равновесная фермиевская функция распределения, е р энергия электро­на. Для / ,  (р, £) в этом случае получаем

р 2 + р\/ .  = / о ( в р -  (19)
2т

где р 2 = р 2 + p i ,  Рц = m s  ± V  (рх  -  m s ) 2 + 2 т е у у е г  -  энергия Ферми. Знак плюс в выражении для рц выбирается для частиц, скорость которых больше скорости волны; 
vp — s >  0, а знак минус — в противоположном случае.Грани w oe условие для функции распределения / 2 захваченных частиц (Е  <  0) имеетвид [в] Г 2 (р, tii) (Р, Ь )  = Я  (Р, Ы >  гДе и Ь  точки поворота тра­ектории захваченного электрона, являющиеся корнями уравнения е у  =Е \  f  \  = / 2 (vp -  
“ 5 > 0 ) , Я = /2  (v£ - s <  0 ) .Кроме того, при Е  =  0 функция распределения захваченных частиц должна перехо­дить в функцию распределения пролетных- частиц / 2 (Е  = 0) = / ,  (Е  = 0 ) . С  учетом этих условий функция распределения частиц будет иметь вид

р ] + (Рх -  т * У  + 2те\р + ( m s ) 2----------------------- ) .  (20)/ 2  “ /() {CF
2тФункщ1и / , и / 2 позволяют найти связанную с возмущением концентрацию электро­нов пе (%), для которой ограничймся квадратичным разложением лв (£) -  п^е -  

- g ( s ) e * p  -  G ( s ) ( e y )  /2. Тогда из уравнений ( 1 2 ) - ( 1 5 ) ,  сохраняя лишь квадратичные нелинейности, для стационарного возмущения получаем уравнение
(7 + — —.)ы"'(За + 20 — 3 ^  ^4тге2̂ - -  (р0.*2 - а  - «о «"о и '2

'Ое ) м * - 0 . (21)Считая возмущение достаточно плавным, мы пренебрегли здесь вкладом высших произ­водных в нелинейные слагаемые; величины g 0 и 6'0 равны #($) и G ( s )  при s = s 0 ,  гдеs0 -  скорость линейного звука, определяемая уравнением A)Sq — <* — Пое lg (?o )  =  0 .Уравнение (21) имеет вид стационарного уравнения Кортвега-де Вриза для величины 
и =  d : a d "  + (b/2)d2 + cd  = 0 . Наличие электронов проводимости перенормирует коэф ­фициенты при всех членах этого уравнения. При этом перенормировка коэффициента в дисперсионном члене (коэффициент при и " )  происходит от дополнительной диспер­сии, обусловленной второй производной от ур в уравнении (14).  Перенормировка же коэффициента при нелинейном члене (коэффициент при и '2) содержит два вклада. Первый из них (3/7ое /^о) происходит от нелинейности, связанной с членами, описы­вающими взаимодействие электронов и решетки (т.е. с членами е ( р -  р0) Е '1 М ) у а вто­рой (член с G 0) связан с нелинейностью кинетического уравнения для электронов. Сла- 136



гаемое Пое в коэффициенте при и  в линейном случае описывает перенормировку ли­нейных модулей упругости за счет электронов. Если ввести перенормированный линей­ный модуль упругости а  =  а  + n l e /g0, то коэффициент при нелинейном слагаемом в (21) можно записать в виде
За + 20 -  6

*ое

go

G()rt0,
go

(22)
Добавочные электронные вклады здесь можно включить вдовы й перенормированный нелинейный параметр /Г, записывая (22) в виде За + 2/3. Под /3 тогда следует понимать величину

р = р - з ” Ъе

go

G p n l

2go
(23)

Таким образом, в рассматриваемом нами случае обусловленные электронами нели­нейности приводят к перенормировке модулей упругости третьего порядка. Именно эти перенормированные модули упругости должны проявляться в статических свойст­вах. Кроме того, электронная система приводит к изменению дисперсионных вкладов в нелинейные уравнения, что должно сказаться на характеристиках нелинейных волн. Отметим, что в случае адиабатического захвата электронов [10] возникающие нелиней­ные вклады не могут быть сведены к перенормировке модулей упругости.Отметим также, что аналогичные результаты справедливы и для отрицательного по­тенциала, когда е<р >  0 . В этом случае захваченные частицы отсутствуют, а функция распределения выражается соотношением (19).Локализованным решением уравнения Кортвега-де Вриза (21) является солитон 
u' =  d0c h “ 2 ( ( x  -  s t ) /Д ), амплитуда которого d0 и ширина Д в нашем случае равны* = — д = 2  . м

а + 0 + п 0е (т0п 0е

go

Ро (s2 -  s i )3 SoТребования слабости возмущения и его достаточно большой протяженности, как ви- дим, будут выполнены, если скорость возмущения s близка к скорости линейного зв у к а s0 .Для вырожденного электронного газа металлов фермиевские скорости электронов много больше скорости звука. Тогда для#0 и G 0 получаем#0 ^  т? = з 7 э я _ /зm n h h ~ 2 , G 0 — rj/mvp =  3 /э/я21г“ 3̂f,o/3^ ” 4V гДе V — плотность электронных состоянии на по­верхности Ферми. Уравнение (21) при этом принимает вид
и 2 2

+ с и ' =  0 , a = y b — eF noer l ,  (25)nt  . гаи + о-
26 = З а  + 2 / 3 -З Х Д 1  - 1

go
-) = За + 2/3 -  —  Хе ,

с -  "  [Ро*2 -  (а + Хе ) ] ,где г о =  (47ге2т?) ” ^  — радиус экранирования Томаса — Ферми, \е = t ^ e lr\ — вклад фер- миевских электронов в модуль всестороннего сжатия.Из (25) следует, что вклад нелинейностей' связанных с нелинейным характером электронной поляризации (вклад от G)  и с нелинейностью взаимодействия электро­нов и решетки, существен тогда же, когда электронная перенормировка скорости ли­нейного звука, т.е. в условиях Хе ^ а .  Подставляя в это условие выражение для \ получаем ограничение на плотность электронов: е *
«ое т

т
- Л  з ’А (■ JAт 0о 7Г‘ П

-) 2д (26)
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Здесь т -  эффективная масса электронов в металле, т 0 масса свободного электро­на. При обычных для металлов значениях модуля всестороннего сжатия решегки а  ~ ~ 1 0 1 1 —1 0 1 2 дин/см2 [ 1 2 ] и при эффективных массах порядка массы свободного электрона (т — m Q) условие (26) выполняется лишь для достаточно больших концен­траций электронов Пце ^  Ю 2 3  с м " 3, соответствующих хорошим металлам. Если же ма­ла упругость решетки и малы эффективные массы электронов, то электронные поправ­ки и скорости линейного звука и в нелинейном члене в (2 2 ) становятся существен­ными при меньших концентрациях электронов.Обсудим теперь электронный вклад в дисперсионное слагаемое в (25). Электрон­ная поправка к у  важна, если 2 e F n0er l l 3  >jу .  Фактически это опять является ограниче­нием на плотность электронов:
т  3/2«Ое -------)

ni о (4пе2) \ / З т 0 3/*7ft3 (27)
Величина 7 ,  обусловленная пространственной дисперсией модулей упругости решетки, должна иметь порядок а а0 , где а0 -  постоянная решетки. Тогда для а  ~ 101 1 —1012 дин/см2 и т — т  0 условие (27) выполняется опять лишь для достаточно больших кон­центраций электронов (п0е ^ 1 0 22— ! 0 2 3  с м - 3 ) ,  соответствующих хорошим металлам.Подкоренное выражение в соотношении (2 4), определяющем ширину солитона, должно быть положительно. Для металлов, в которых скорость продольного звука убывает с ростом частоты, параметр 7  положителен. Тогда солитоны должны иметь ско­рость s больше скорости линейного звука s 0 =  л/ (or + \,)/ро- Рассматриваемые одно­мерные солитоны при этом оказываются устойчивыми относительно неодномерных возмущений [13].  Знак амплитуды солитона (при s >  s 0) определяется знаком зна­менателя в выражении (24). Требование возрастания упругости с ростом деформации приводит к условию 0 <  0 [2] .  Имеющиеся же оценки величины 0 показывают [2],  что За + 20 <  0 . Тогда коэффициент Ь в уравнении (22) оказывается отрицательным: 
Ь <  0 . Отрицательной же при этом будет и амплитуда солитона, т.е. мы будем иметь солитон растяжения. Возможны, вероятно, и металлы, для которых За + 20 > 0  (напри­мер, металлы, в которых отклонение упругих свойств решетки от закона Гука значи­тельно менее существенно (т.е. 0 мало по сравнению с а ) ) .  Тогда знак коэффициента 
b в уравнении (25) будет целиком определяться величиной электронной перенормиров­ки. Если электронная перенормировка мала и b > Д  то мы будем иметь солитон сжа­тия, при сильной же электронной перенормировке (когда упругость вырожденного электронного газа превышает упругость решетки) коэффициент Ь может стать отри­цательным и снова получаем солитон растяжения.В металлах с положительной дисперсией скорости линейного решеточного звука (т.е. с 7  <  0 ) при малом электронном вкладе полный перенормированный коэффи­циент а при и ' п в ‘ (25) будет отрицателен, что соответствует положительной диспер­сии скорости линейного звука. Тогда подкоренное выражение в формуле для ширины солитона А  будет положительным при скорости солитона s , меньшей скорости линей­ного звука: s <  s 0 - Одномерные солитоны в этом случае оказываются неустойчивыми относительно двумерных возмущений [13].Таким образом, мы показали, что электроны в металлах оказывают существенное влияние на нелинейные упругие явления. Причем это влияние важно в тех же условиях, когда вклад электронов существен и для линейных характеристик. Однако вклады электронов в линейные и нелинейные параметры оказываются различными. Устойчи­вые солитоны должны наблюдаться в металлах с отрицательной дисперсией скорости линейного звука (а >  0 ) ;  скорость их при этом больше скорости линейного звука 
s >  s о - Такие солитоны могут быть как солитонами растяжения, так и солитонами сжа­тия. При этом, если решетка такова, что За + 20 >  0 , то в отсутствие электронов реа­лизовался бы солитон сжатия, электронная же перенормировка может сделать его со- литоном растяжения. В металлах с положительной дисперсией скорости линейного зву­ка (а <  0) солитоны возникают при s <  s 0 и неустойчивы. Подчеркнем, что за счет138



электронов полная дисперсия может быть отрицательной (т.е. а > 0 ) даже в металлах с решетками, для которых у  <  0  (т.е. решеточная дисперсия положительна), т.е. устой­чивые солитоны могут возникать и в тех металлах, в которых в пренебрежении электро­нами упругие солитоны неустойчивы.
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through the self-consistent electrical field first of all. The Korteveg de Vriese equation for a variable pertur­

can become stable due to electrons even in the systems where the solitons are unstable with respect to non-one-dimensional perturbations in the absence of electrons.
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Е.А. Pamyatnykh, A.V. UrsulovSOLITARY WAVES OF DEFORMATION IN METALSA possibility for the propagation of nonlinear solitary waves of deformation in metals is studied. The case of a noncompensated metal is discussed. In this case the interaction of electrons with the lattice occursbation with a small but finite amplitude is obtained for the case when the perturbation rise time is more than the electrons free travel time. The influence of electrons in this case is reduced to the renormalization of third order elastic constants. This renormalization is essential for the same conditions under which the electronic renormalization of the linear sound velocity is essential. The electrons influence on the charac­teristics of solitary waves of deformation is analysed. It is shown in particular that deformation solitons
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