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Применительно к задачам распространения звука в двумерно-неоднородных подвод­ных звуковых каналах с поглощающим жидким дном развит метод, известный в кван­товой теории рассеяния как /-матричный формализм. В ближнем поле источника и в ак­тах рассеяния на горизонтальных неоднородностях учитывается вклад непрерывной составляющей спектра поперечного оператора.Для расчета звукового поля в нерегулярных волноводах многими авторами исполь­зуются различные варианты параболических уравнений [1] ,  получаемых из обобщенно­го параболического уравнения
dp(r,z)/dr = i ( f ( r ) f  Р  (г, г)  (1)путем соответствующих аппроксимаций квадратного корня из поперечного оператора 

h r )  , определенного на достаточно гладких ф ункциях/ =  /(z) равенством
f ( r ) f =  (Э2/Эг2 + q 2 (z, r))f(z) ,  q 2(z, r)  =  к 2 (1 +  e(z, r)),

k  = ш/с оо’ c ~  =  lim Ф -  r)> e (z ’ r) = c  2J c 2 (z, r) -  1 ,
z  00min (Im<?2(z, r ) ) > 0, / €  {/;/(0) = 0, lim /(z, r ) = 0 \ .

z  G  [0 ,  <*■) z  * °oВ этом случае не удается корректно описать рассеяние на углы , превышающие 3 0 -4 0 ° . Другой подход [2] состоит в использовании дробно-рациональной аппроксимации опе­ратора шага,  a v  * Т п 2 — д,*exp { i T An)  =  П -л— — —  -/= 1 T h 2 -  д.Значения констант д/ при п  = 8 даны ниже в таблице. Этот подход позволяет корректно описать рассеяние вперед практически на все вещественные углы. Однако он реализован в [2] с использованием конечномерной аппроксимации оператора Г , что не позволяет равномерно по трассе волновода учесть непрерывную составляющую спектра операто­ра Т.  Для сохранения точности вычисления вклада боковых волн с ростом дистанции от источника до точки наблюдения размерность представления поперечного оператора, очевидно, необходимо увеличивать. В то же время в волноводе с небольшим (<  10) чис­лом дискретных мод непрерывный спектр может давать заметный вклад в звуковое поле не только в ближнем поле источника, но и в дальнем поле на нерегулярных участ­ках,  особенно в окрестности сечений отсечки.В настоящей работе данный подход реализуется в рамках так называемого метода Якобиевых (трехдиагональных)л матриц, или /-матричного метода, позволяющего при­ближенно обращать оператор ( Т  — д ) ,  не переходя к  конечномерной аппроксимации оператора Т.В основе этого метода, родившегося в квантовой теории рассеяния [3 ] ,  лежит ис­пользование в качестве базиса для представления Г  набора собственных функций линей-56
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Ч' „ ( * ) =  * * ♦ « ( « ) .  и = KZ,  Я = 1 ,2 ,3 ,  . .  . ооУ z e [ o ,  <=*>],Ф „ ( а )  =  2 1 _ "(тгй  ( 2 п  -  1 ! ) _ й е х р  [ —а 2/ 2 ]  Н 2п -  i  •
Лгд е  к  — б а з и сн ы й  п а р а м е т р , Н п (сс) — п о л и н о м ы  Э р м и т а . В  э т о м  б а з и се  о п е р а т о р  К =  =  d 2/ 3 z 2 и м е е т  т р е х д и а г о н а л ь н ы й  в и д . П о л н о т а  б а з и са  ( 2 )  в L 2 н а  и н т е р в а л е  [ 0 , ° ° ] , а т а к ж е  т р е х д и а го н а л ь н о ст ь  м а т р и ц ы  К(т , и) =  п о з в о л я ю т  п о ст р о и т ь  п р и б ­л и ж е н н ы й  м е т о д  р асч ет а к о э ф ф и ц и е н т о в  р а з л о ж е н и я  ф у н к ц и и / ( z )  = ( Т  -  n ) ~ ] F { z )  п о  б а з и с у  ( 2 ) .  З д е с ь  F  (z )  -  н е к о т о р а я  ф у н к ц и я , п р и н а д л е ж а щ а я  о б л а с т и  о п р ед ел ен и я  о п е р а т о р а  Т.К о э ф ф и ц и е н т ы  tn =  < 'Р „ |/> ( у г л о в ы е  с к о б к и  о зн ач аю т  с к а л я р н о е  п р о и з в е д е н и е ) , о ч е в и д н о , у д о в л е т в о р я ю т  с и с т е м е  л и н е й н ы х  у р а в н е н и й

- / г

Ж2  { K { n , m )  +  b „ t m s i  + k l V ( n , r n ) ) t m  =  у п ,
m  = 2

(3)
г д е х 2 =  fc2 - / i , 7 „  =  < Ф „ \F),  V(n ,  m )  =  n =  1 , 2 , 3 , . . . , ° ° .П р и б л и ж е н н о е  р е ш е н и е  ( 3 )  м о ж е т  б ы т ь  н а й д е н о  с  и с п о л ь з о в а н и е м  к о н е ч н о м е р н о й  а п п р о к с и м а ц и и  м а т р и ц ы  V ( n , m ) .  З н ач ен и я  V ( n . m )  п о л а г а ю т ся  р а в н ы м и  н у л ю , есл и  ш а х  ( я , т )  п р е в ы ш а е т  н е к о т о р о е  N .  к о т о р о е  б у д е т  о ц е н е н о  н и ж е . Т е п е р ь  си ст е м а  (3 ) м о ж е т  б ы т ь  р а з б и т а  н а  д в е  п о д с и с т е м ы  — к о н е ч н о м е р н у ю

2  (К (п ,  т )  +  8 п  m s 2 + k 2 V(ji ,  m ) ) t m =  у „  -  S n N K ( N ,  N +  l ) t N + i ,  n  (4 )m= 1и б е с к о н е ч н о м е р н у ю
К ( п ,  n  +  + ( K ( n ,  n )  +  s 2 ) t „  + K ( n ,  n  -  1 ) 7 „ ._  ,  -  y „ ,  n > N . (5 )

Р еш ен и е п о д с и с т е м ы  ( 5 )  у д о в л е т в о р я ю щ е е  у с л о в и ю  и з л у ч е н и я , и м е е т  в и д
N ооГ „ =  2  С ( и , т ) С т +  2  G ( n , m ) у т .

т  = 1 т  = N  + 1
(6)

гд е  С т -  п р о и з в о л ь н ы е  к о н с т а н т ы , a G { n . m )  -  ф у н к ц и я  Г р и н а  о д н о р о д н о г о  п о л у ­п р о с т р а н с т в а  в  п р е д ст а в л е н и и  ( 2 ) :оо оо
G{n, т) = f  f  * „ ( z ) G ( z , z ' ) * m (z')dzdz,  о о
G(z,  z') =  (2i s ) " 1 [exp(/sjz - z  i) -  exp (/s(z +  z'))]. И з  д а л ь н е й ш е г о  и з л о ж е н и я  стан ет я с н о , что 

N2  G(n,  т ) С т = С (я , 1)С,
т = 1

(7 )

(8 )

гд е С  -  к о н с т а н т а , п о д л е ж а щ а я  о п р е д е л е н и ю  п р и  п о д с т а н о в к е  t N  и t N + 1 ,  д а в а е м ы х  ф о р ­м у л о й  ( 6 ) ,  в  с и с т е м у  (4 ) ,  к о т о р а я  п о с л е  у к а з а н н о й  п о д с т а н о в к и  ст а н о в и т с я  з а м к н у т о й  о т н о си т е л ь н о  t n (я <  N )  и С  П р и  ч и сл е н н о й  р е а л и з а ц и и  у к а з а н н о й  п р о ц е д у р ы  б е с к о н е ч ­57



ная сумма, входящая в (6 ) ,  заменяется конечной, содержащей М  слагаемых. Значение 
М  определяется экспериментально.Отметим, что задачи рассеяния, рассмотренные, например в [3] ,  решаются аналогич­ным образом. Однако особенность этих задач состоит, например,в том,что при их реше­нии рассматриваемым методом из всей матрицы G  (т , п)  требуется вычисление лишь двух ее элементов: G(N>  1) и G ( N +  1,1) . В этом смысле рассматриваемая задача техни­чески сложнее. Покажем, однако, что матричные элементы G ( m ,  л) связаны простыми соотношениями с диагональными элементами G ( n ,  п) и вектором £  (л) = |S ) ,  где S  == sin  (sz):G(m, и) = G ( / > ,/>)£(/>)/£(/<). (9)/> = max (m, л), /< = min (m, n)  .Действительно, равенство (9) эквивалентно равенству

G ( m ,n )  = G ( l > i l ) g ( l < )/g( 1), (10)из которого следует (8).  Формула (10) справедлива, если даваемое ею G ( m ,  л) удов­летворяет, во-первых, условию излучения, что очевидно, и , во-вторых, системе уравне­ний
( п )К(п, п -  1 )G(m , п  -  1) + (К(п, л) + s2)G(m , п)  ++ * ( л , л + 1 )G(m ,  л + 1) = Ьт п , т, п — 1 ,2 ,  3 , . . . °°.Учитывая, что g{ri) и G ( n , 1)удовлетворяют уравнениям (11) при п Ф  т  и т  = 1 соот­ветственно, после подстановки (10) в (11) найдем, что левая часть (11) п р и л е т  об­ращается в нуль, а при п = т — в выражение

А  = К ( п ,  п + 1 ) [ g ( n ) G ( n  + 1, 1 ) - g ( n  + 1 ) G ( n ,  1)] jg{\).  (12)Легко показать, что А  не зависит от л и равно единице. Равенство (12) дает рекуррент­ную связь между элементами (7(л, 1) , а значит, с учетом (10) , и между (7(л, п) :
G ( n  + 1, п  + 1) =  R  -nl [G(n, n ) R „ '  + К (п ,  п + 1 )-1 ],
R n = g ( n ) lg (n +  1).Введенные в (13) величины R n удовлетворяют, очевидно, следующим рекуррентным соотношениям:
R „  =  - К ( п , п +  1)1 [К(п, п)  + s 2 + K ( n , n - l ) R „ _ _ 1,

R o  =  0.

(13)
(14)

Таким образом, для вычисления матрицы <7(л, т )  достаточно вычислить G (л, л) при некотором п = п * , для чего можно использовать квадратурную формулуоо
G(n,  п)  =  к ~ 2 /  У 2п (у)/(а2 - y 2)dy ,  а  = а/к,Оа затем воспользоваться рекурретными соотношениями (13),  (14) и формулой (9).  Отметим, что подынтегральное выражение здесь не содержит особенностей на пути ин­тегрирования, поскольку интересующие нас а  содержат отличную от нуля мнимую часть. Данная формула легко получается путем перехода в (7) к фурье-представлению функ­ции Грина и базисных функций. Индекс л* должен удовлетворять условию |Я (л *)|>  >  |Д (л)| для любого л. При этом для л >  л* формулу (13) следует использовать в пря­мом порядке, а при л <  л* -  в обратном. В противном случае вычисления по формуле(13) могут привести к потере точности, например, если \s2/k 2 \ > п .Оценим теперь условия применимости приближения, связанного с конечномерной аппроксимацией матрицы И(л, т ) , для случая волновода Пекериса: e(z, г )  = е (1 -  — в (z -  И) ) .  Для этого используем асимптотику базисных функцийФ „(г)=  ( - ! ) "  - 1п ' А (2к/тг)й [sin (4и -  \)v>k z  +  0 (п ~'А) ) , (15)58



Поле точечного источника в двухслойной жидкости. Глубина источника 50 м , приемника -  10 м . Штриховая линия решение методом нормальных мод без учета вклада непрерывного спектра и затухания в дне. Сплошная линия реше­ние обобщенного параболического уравнения
справедливую для значений (кг) £  1. С  учетом (15)

V(n, п) ~ етг-1 п ~ У/г [кк  -  sin (акИ)/а] ,1/ (16) Я= 2(4/2- 1)Л .Из (3) следует, что размерность представления этой матрицы N  должна удовлетворять условию |kV(N, N ) \ < К (Nt N )  или, с учетом (16),  А:2еТг/Аг . Поскольку АгЛ/7г — 1 и(kh)2 ~(7г/)2/?, где / — число дискретных мод в спектре оператора 7\ данное условие принимает вид УУ>/4/э.При переходе от базисного представления поля к координатному, т.е. при суммиро­вании базисных функций с соответствующими весами, число членов суммы М  определя­ется экспериментально. Однако М  должно превышать величину (L j h ) 2 , где L  — харак­терный масштаб затухания звука в дне.Для иллюстрации эффективности изложенного метода приведем результат тестового расчета функции Грина для волновода Пекериса.Последняя описывается уравнением
b2G  1 ЪС л

— г  + — —  + Г С  = -(2 т гг)-1 6 (r)8 (г — г 0) 
д г  г Ъгс условием излучения при г и может быть представлена в виде 

G(z, r) =  p  (z, r)jr'/2, где
р (z, /•)= 23Л (/77Г,ЛГ й ехр (irT/2)8 (z -  z0).  (17)Для расчетов были использованы следующие параметры волны и волновода. Цикли­ческая частота волны 180 1 /с, скорость звука в воде 1450 м/с, скорость звука в жид­ком дне 1800 (1 — /0,01) м/с, глубина моря 100 м . Поперечный оператор имеет в спектре две дискретные моды с углами распространения приблизительно 13 и 26 граду­сов. Масштаб затухания звука в дне, как нетрудно видеть, составляет Ю Л . Соответст­венно для представления в базисе (2) профиля скорости звука использовалась матрица 20 X 20, а общее число базисных функций с параметром к = 2fh было равным 50. На­чальным условием для уравнения (1) при г =  0 служит результат действия предэкспо-59



ненциального множителя в (17) на дельта-функцию 6(z -  z0) ,  который был получен путем диагонализации матрицы <Фт |7,1'J>„> размерностью 5 0 X 5 0  и использования спектральной теоремы. При этом затухание не учитывалось, а в спектральном разложе­нии суммировались только проекторы, соответствующие положительным собственным числам указанной матрицы.Результат расчета звукового поля описанным методом представлен на рисунке сплошной линией. Для сравнения здесь же пунктирной линией приведено решение, по­лученное методом нормальных мод без учета вклада непрерывного спектра и поглоще­ния звука в жидком дне. Как видно из этого графика, оба решения согласуются между собой совершенно ’ ’правильным”  образом, значительно отличаясь вблизи источника и слабо -  в дальней асимптотике. Причем отличие в дальней зоне источника связано с пог­лощением, не учитываемом в решении, полученном методом нормальных мод. Послед­нее утверждение основано на результатах численных экспериментов с меньшими значе­ниями поглощения.Выше мы полагали плотность среды постоянной. Однако ее неоднородности могут легко быть учтены в рамках изложенного метода.
СП И СО К  ЛИТЕРАТУРЫ1. Тапперт Ф Д .  Метод параболического уравнения // Распространение волн и подводная акустика / Под ред. Келлера Д ж -В., Паладакиса Дж-С- М -: Мир, 1989- С . 180-226.2 Авилов К Я .  Приближение однонаправленного распространения в вычислении звуковых полей в океане // Акустика океанской среды. М .: Наука, 1989. С . 10-19.3. Yamany Н .А ., Fishman L . /-matrix method: Extensions to arbitrary angular momentum and to Coulomb scattaring // J .  Math. Phys. 1975. V .  16. № 2. P . 410-420.Тихооокеанский океанологический институт Поступила в редакциюД ВО  Российской академии наук 18.02.92После исправления 17.06.92

V .I . Goland/-M ATRIX M ETHOD IN T H E O R Y  O F  OPEN W AVEGUID ES
The /-matrix method well known in quantum theory is applied to the problems of sound propagation in an irregular ocean channel with the fluid absorbing floor. The contribution o f a continuous spectrum is taken into account both in the near field o f the source and in the acts o f wave scattering by horizontal in­homogeneities.


