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У Д К  534.26 ©  1993 г. Д . А . КасьяновН Е К О Т О Р Ы Е  З А М Е Ч А Н И Я  О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  Ф У Н К Ц И ИГ Р И Н А  К О Л Ь Ц АП ри решении акустических задач дифракции на протяженных апертурах с цилиндрической симметрией часто возникают существенные трудности с аналитическим описанием полей в различных областях дифракции (см ., например, [1 ]). Решение подобных задач можно значительно упростить, зная хотя бы приближенные, но достаточно простые представления функций Грина задач в данных областях. Н и ж е получены наглядные приближенные выражения Ф . Г. К . п ближней и дальнейзонах дифракции. П од ближней зоной понимается приближение (z -  z ') 2 +  (г -  г') 2 -* 0 , под дальней [4rr7((z -  z ') 2 +  (г -  г')2)) < <  1, где z , г, z ‘ , г' — цилиндрические координаты точек наблюдения и источника соответственно. Зоны эти вводятся безотносительно волнового параметра и включают и себя канонические зоны дифракции Френеля и Фраунгофера.Представим Ф . Г . К . как результат интегрирования функции Грина точечного источника [ехр (+  ik R ) \ / 4 n R ,  записанной в цилиндрической системе координат, по угловой координате ср в пределах от 0  до 2 л:2?  exp ( +  ik  V ( z  -  z ') 2 +  г ' 2 +  г2 -  2Yr' cos <р ) вФ .Г .К . =  (1 / 4л) /  — -------- К— ----- -г ----- -----------------------------"  <*Ф.о V  (z -  z') +  г' 2 +  г2 -  2rr' cos ф) (1)
где к —  модуль волнового вектора.В  литературе встречаются иные представления Ф . Г. К . (2— 41, все они и выражение (1) связаны достаточно тривиально.Некоторые сведения об интеграле (1) можно почерпнуть в [51.В работе [41 найдены точные представления (1) в виде вырожденных гипергсомстрических функций двух переменных Ег, # з , Я ю . прямое использование которых при решении конкретных задач дифракции затруднено крайней неразвитостью теории гипергсометричсских функций двух переменных.Тем не менее, используя некоторые точные представления интеграла (1), можно получить приближенные выражения для Ф . Г. К ., пригодные для решения многих физических задач [61-Представим, к примеру, ( О  интегралом гипергеомстрического вида

Ф .Г .К . =  (1/2л) /о
( 2)

Здесь введены обозначения: а  =  (z — z ') 2 +  г2 +  г'2, b  =  2г г '.Переход между выражениями (1) и (2) несложен (см. [4, 5 J) .Первое приближение, охватывающее широкий круг нужд вычислителя,— это приближение по параметру (2b / ( a -  b ))  «  1 в реальных переменных [4 rr7 ((z -  z ')2 +  (г -  г')2)) «  1, причем к предполагается произвольным. Разложим V 1 +  (2Ы (а -  b)) t в показателе экспоненты и в знаменателе
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подынтегрального выражения в (2 ) в степенные ряды, возьмем по два первых члена этих разложений, после интегрирования получим следующую формулу:
Ф .Г .К .

2 ( 3/2: 2;  + ) ] ( 3 )

где \F\ —  вырожденная гипсргеомстричсская функция Куммера — при данных индексах се легко выразить ,через произведение экспоненциальной и бесселевых ф ункций.Главный член в (3) можно записать в виде
exp ( +  ik  V a  -  b )  ,  _  ik b  ч r / kb  ч

------------------- Z eXp ( + 2 ) /0 ( )
(4)2 V a

где /о —  функция Бесселя нулевого порядка.М ожно получить достаточно простое по форме приближенное значение Ф . Г . К . в ближней зоне при условии а - *  Ь (в реальных переменных ((г -  г ') 2 +  (z -  z ') 2 0). Нетрудно видеть, что выражение (1) можно представить тождественным ему рядом (4, 5J:
ф г к  -  <i/2> t £  ) ♦ (5)

где Р„ _ Ь2 ~  функция тора первого рода, порядка и- ‘/г; Р п —  полином Леж андра, порядка п.Выражение (4) обладает интересной особенностью: стремление Ф . Г. К . к бесконечности (при 
а  -* Ь) описывается лишь одним членам первой су 1мы в (4). Выделив этот член, просуммируем оставшиеся ряды с помощью известных асимптотик функции Леж андра, при этом получим:

2
a ± V a 2 -  Ь2 '  а  +  у/  а2 -  Ь2 '

Ф .Г .К . -
а  -* Ь

kVa kVa

-  /  //0 (20 d t  + /  *  (20 Л. ( 6)
где /С— полный эллиптический интеграл первого рода, Но  — функция Струве нулевого порядка.И так, получены приближенные выражения для Ф . Г . К . при условиях а  -* b  — (6 ); (2Ь / ( а -  
-  b))  «  1 — (3), что даст возможность решать задачи в областях более ш ироких, чем стандартные области дифракции Френеля или дифракции Фраунгофера. Дело в том, что при выводе формул (3) и (6) не накладывалось каких-либо ограничений на соотношение длины волны с параметрами а  и Ь.Кстати, формулы (3) и (6) имеют самостоятельное значение в модельной дифракционной задаче излучения бесконечно гонкого кольца. Рэлеем (71 была определена формула, описывающая излучение такого кольца в зоне Фраунгофера, ставшая настолько классической, что на автора перестали ссылаться. Из выражения, представленного в данной работе, так как оно более общее, можно без труда получить то. которое было выведено классиком. Надо в формуле (3) пренебречь множителем exp (+  ik b / 2  у  а  -  Ь )  и членом порядка b / ( 2 ( a - b ) ) t которые здесь оказываются поправками к рэлссвской формуле.Выражение (6 ) также можно приблизить к более знакомому виду, достаточно взять асимптотики функций /о и Но  при k V a  »  1, и получаются привычные интегралы Ф ренеля, появляющиеся гам, где рассматривается область дифракции Френеля в задачах дифракции на какой-либо границе.Далее воспользуемся представлением интеграла (1) в виде ряда по гипсргсометричсским функциям Гаусса, используя хорошо развитую теорию представления этих ф ункций, общий член получившегося ряда можно записать в виде присоединений функции Лежандра второго рода. П ри использовании вместо функции Лежандра ее стандартной асимптотики при большом значении аргумента, что эквивалентно в данном случае выполнению условия 4/т7((г -  г') 2 +  (z -  z')2) < <  I ,  ряд тривиально суммируется, в результате получаем следующее выражение:

Ф .Г .К .-  (1/2) схр [ +  ik  V ( r  -  г ’ )2 +  (z -  z ') 2 V 1 +  4/r7((r -  г ’ ) 2 +  (z -  z')2) ]
7 ( 7 r’ f  +  (z -  z ') 2 (7)950



В  представлении (7) сохранены именно цилиндрические свойства Ф . Г . К . Д ействительно, в выражении (7) можно ввести новое обозначение Тс =  к  V 1 +  4гг7((г -  г ’)2 4- (z -  z')2) , что означает введение слабой зависимости длины волны X  от координат таким образом, что X  с  удалением от точки наблюдения увеличивается, асимптотически стремясь к X плоской волны. Рассматривать это можно, как трансляцию свойств цилиндрических функций, у  которых, как известно, расстояние между соседними корнями увеличивается с увеличением номеров этих корней, асимптотически стремясь к л .Представление ж е (3) близко к тороидальной геометрии, и , очевидно, что приближенные выражения для Ф . Г . К . (3), (4) и (7) должны использоваться с соотношением характерных размеров апертуры (по координате z  -  Л, по координате r - d )  типа k h  <  kd,  (7) в задачах с соотношением 
k h > >  kd.
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Известно, что в средах с аномальными термодинамическими свойствами, такими, что вторая производная от давления по объему при постоянной энтропии
( 1 )

возможно существование ударных волн (УВ) разрежения [1, 2 ]. П ри условии (1) эти волны эволюционно устойчивы и удовлетворяют требованию положительного скачка энтропии
Л 5 ~ 127о ( 0Р2 ) s A p 3 ’ ( 2)

где То —  температура среды перед У В .Эволюция малых финитных газодинамических возмущений описывается уравнением Бюргерса
U y  +  >|)UU£ = ( 3 )где и  —  возмущение скорости, ф  — коэффициент нелинейности, v  — диссипативный коэффициент. Для газаv =  J L -  + i ! L  +  —L / J ------ L \2р0 Зро 2р0 \ С у  С р )

(4)
где X , ц , т] —  коэффициенты теплопроводности, второй (объемной) и сдвиговой вязкости; ро — стационарная плотность среды; С и , С р  — теплоемкости газа при постоянном объеме и давлении. Коэффициент нелинейности для равновесного политропного газа

+  = И±22> о. (5)951


