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Поверхностные акустические волны в неодно­

родных средах могут быть изучены лишь для не­
которых частных случаев, так как точные реше­
ния уравнений распространения упругих волн в 
таких средах могут быть найдены для немногих 
законов распределения параметров сред [1]. Так, 
волны Лява в среде со слабой поверхностной не­
однородностью и экспоненциальным распределе­
нием плотности и модуля сдвига описаны в [2 ]. 
В  [1] рассмотрены поверхностные волны в твер­
дой среде с линейным изменением квадратов вол­
новых чисел. Изучены рэлеевские волны в полу­
пространстве с экспоненциальным изменением 
плотности при постоянной скорости звука [3] и на 
границе однородного полупространства с неод­
нородным слоем, имеющим постоянную плот­
ность и волновое число k \ z )  ~ 1 -  a j { b  -  z ) 2 [4]. 
В настоящей работе рассмотрены волны рэле- 
евского типа на границе раздела изотропного 
однородного полупространства и неоднородного 
слоя идеальной жидкости с экспоненциальными 
законами плотности и скорости звука. Слой та­
кого типа существует, например, на поверхности 
водорастворимых. кристаллов, находящихся во 
влажном воздухе [5].

Предполагалось, что твердая среда занимает 
область z  > 0, а жидкость: -А  < z  <  0. Уравнение рас­
пространения гармонической волны в неоднород­
ной жидкости может быть приведено к виду [6 ]

где к  -  волновое число поверхностной волны. 
Если плотность и скорость звука в жидкости из­
меняются по законам

Р(z)  = р0 ехр(а, z)  , c(z)  = с0 ехрфг),

где р0 и с0  -  плотность и скорость звука в плоско­
сти z  = 0 , то уравнения для p (z )  запишется как

d 2p (z )  d p (z )  2  о  2
~ d z? —  a d z T  +  t*oexp(-2 p z ) - £ ] p ( z )  =  0 .

Е го  решение [7] имеет вид

№  = [C./vOO + C 2Wv(y)]exp
a z
Т ’

где /у(У) и //у(У) -  функции Бесселя и Неймана,

Y  = j ^ exP(—Pz), v  =

Компонента вертикального смещения в жидкос­
ти связана с p ( z ) соотношением

1___ d p jz )

d zи- p  (г)
exp [г ( к х -  со?) ] .

Др(г) -  Vlnp(r)Vp(r) + k2(r )p (r )  =  0,

где р ( г) -  акустическое давление, р(г) -  плотность 
жидкости, к(г)  -  волновое число в жидкости. Ре­
шения этого уравнения, соответствующие рас­
пространяющейся вдоль оси х  неоднородной вол­
не, ищутся в виде

р ( х ,  z) =  p ( z ) e x p ( ik x ) ,

С  учетом выражений для смещения U z,  напря­
жений Т ^ н Т п ъ  твердом теле, полученных в [2 ], 
подстановка в граничные условия

P i - h )  =  0 , tff lf _ 0 =WV«-o,
= о =  —р (0 ), 7’„1г = о =  0
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Зависимость относительного изменения с/ск  -  1 ско­рости рэлеевской волны от относительной толщины А/А<)слоя: 7 -  р >  0 , 2  -  Р  <  0 .
дает систему линейных однородных уравнении:

г C ,/ V(y) + С 2З Д  = о,
с е д )  -  2  W o )  „

-  q A  + i k B ------------ -— -̂----------- С ,  -
2 to2 p0

a N v(Y 0)  -  2 k 0N'v(Y 0) 
2 co2 p0

C 2  =  0 ,

(2\iq 2 -  U ] ) A  -  2 \ ik s iB  + I v(Y 0) C l +  N v(Y 0) C 2 =  0,
2  . 2 .

I k q i A  +  (ifc + s ) B  =  0,v
где

Y =  Y z =  -h

я  =

IcqI PI
d I S Y )

ехрф А ), Y0 = Y  1г = 0

d N v(Y )
K O I  =

_1РГ
d Y  ' vv '  d Y  

J k 2 - k ] ,  s  =  J k 2 - k 2,

к , и  kt -  волновые числа продольной и сдвиговой 
волн в твердом теле.

Приравнивая к нулю определитель этой систе­
мы и проведя несложные преобразования, можно 
получить характеристическое уравнение

4k2q s  -  Ск2 + s2) 2 =
Р k0D ’

где р -  плотность твердой среды,

D  =
а  + /у(У )А Т О  -  в д т о

2 к о N V( Y ) I V( Y 0)  -  I V( Y ) N V(Y 0)
(2)

Связь между толщинами h x Yihm слоев, соответ­
ствующих одному и тому ж е значению волнового 
числа к  в первой и т -й нормальных волнах, нахо­
дится из условия £>(?]) =  D ( Y m) ,  приводящего к 
уравнению

В Д  = N v( Y m)/у(Р.) ЦУт)
(3)

Если Р > 0, то при больших значениях h m выпол­
няется условие Ym >  v и соответствующее асимп­
тотическое представление [8 ] преобразует (3) к 
виду ■

В Д )  _  ,  Я Я 
/„(?,) g( "  V 2 4 ’

(4)

В  этом случае действительные решения характе­
ристического уравнения описывают множество 
незатухающих нормальных волн.

Если Р < 0, то число нормальных волн зависит 
от соотношения |Р| и к0 . При |Р| <€ кц имеет место

Р >  1 , выполняется соотношение (4) и существу­
ет множество нормальных волн. Если |р| и к^ од­
ного порядка, то количество нормальных волн 
определяется числом полных периодов функций
/V(P) и N v(Y )  , попадающих в область 0  < Р < У0. 
Если в этом интервале оказывается менее одного 
полного периода, то существует только одна не­
затухающая нормальная волна. В  частности, это 
всегда имеет место при к0 < 3|Р|, поскольку в об­
ласти 0 < Y  < 3 являются апериодическими даже 
функции Бесселя и Неймана нулевого порядка. 
В  случае соизмеримости |Р| и к0 при к  «> имеем

?  =  0, /v( Р) = 0 и D  = сс/2*о -  /;(Г 0)//У(Г0). При под­
становке последнего выражения в ( 1 ) получается 
характеристическое уравнение волны Стоунли.

В  отсутствие слоя (Л = 0) уравнение (1) перехо­
дит в уравнение Рэлея, так как D  —> <*>. Действи­
тельно, в этом случае Р  = Y 0 и числитель дроби в 
выражении (2 ) представляет собой определитель 
Вронского [9], имеющий конечное значение 
2/71 J q, а знаменатель обращается в нуль.

Если слой однородный, то, устремляя а  и Р к 
нулю, имеем v = */|р| ->  оо, У0->  р = у0( 1  + рА). 
Используя асимптотическое представление бессе­
левых функций для больших значений v и Y ( Y  >  v)

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  том  40 №  1 1994



В О Л Н Ы  Р Э Л Е Е В С К О Г О  Т И П А 141
через ряды Дебая [8 ] и ограничиваясь первым чле­
ном ряда, получим

costp , N V(Y)

где d -  J r  - v z, (p = d - v a r c t g -  -  
Подстановка этих формул дает выражения

A U i O W  -  /vOOA^vO'o) -  — г  -  ■ sin J k 20 - k 2h ,
n j k 20 - k 2

Ц У )К (У о ) ~  N v(Y )K (Y o )  = ^ c o s A o - ^ Л ,

преобразующие (1 ) в характеристическое уравне­
ние для однородного слоя [2 ].

Численные решения уравнения (1) проводи­
лись с использованием таблиц специальных 
функций [8 ] для следующих параметров твердого 
тела и жидкости:

|<*| =  iPi

На рисунке приведены зависимости относитель­
ного изменения c / c R -  1  скорости рэлеевской вол­
ны от отношения й/Х^ (Хо -  длина волны в жид­
кости на плоскости z  = 0 ) для случаев (3 >  0  

(кривая /, приведены три первые нормальные вол­

ны) и Р < 0  (кривая 2 , для указанных выше значений Aq и  |Р| существует только одна нормальная волна, 
с, -  скорость волны Стоунли). Расчеты также по­
казали, что при р > 0  и h  —» скорость поверхно­
стной волны стремится к нулю. Энергия волны 
будет излучаться в жидкость.

Авторы выражают признательность В .В . К ры ­
лову за обсуждение цели и результатов работы.
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