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Рассматривается роль кольцевых частот при расчете колебаний круговой цилиндрической оболоч­
ки под действием сосредоточенной силы.

В задачах о вынужденных колебаниях круго­
вой цилиндрической оболочки обычно использу­
ют характеристический импеданс, определенный 
с помощью асимптотических методов [1 , 2], что 
естественно вследствие простоты получаемых 
формул и медленной сходимости рядов при расче­
тах более точными методами. Тем не менее, во 
многих случаях уточненные результаты могут 
представлять интерес. Они предлагаются в дан­
ной статье.

Установившиеся колебания оболочки пред­
ставляются как сумма нормальных волн. Рассма­
тривается упругая, круговая, тонкостенная, не­
ограниченная оболочка. Принята цилиндричес­
кая система координат х , ср. Радиус и толщина 
оболочки обозначены R , А. Радиальное, осевое и 
касательное смещения обозначены: и>, и, v. Ха­
рактеристики материала: модуль нормальной уп­
ругости, плотность, коэффициент Пуассона обо­
значены £ , р, а . Оболочка описывается системой 
дифференциальных уравнений, которые исполь­
зуются в форме, представленной в [3]. Внешняя 
гармоническая сила Fei(S* приложена в точке х  = 0, 
Ф = 0. После разложения в ряд Фурье для каждой 
гармоники т получается система обыкновенных 
однородных линейных дифференциальных урав­
нений восьмого порядка. Для заданной гармони­
ки т решение представляется в виде суммы нор­
мальных волн. Например, слагаемое радиального 
смещения имеет вид: Стуехр/(со/ + Xmjx/r)cosm($. 
Чтобы удовлетворить условиям излучения, ис­
ключаются четыре из восьми слагаемых.

Для фиксированной гармоники т система че­
тырех линейных алгебраических уравнений отно­
сительно коэффициентов С} состоит из гранич­
ных условий в сечении х  = 0: dw/dx = 0, и = 0, каса­
тельное окружное усилие равно нулю, погонное 
радиальное усилие равно F/(2kR) при т = 0 и 
£/(71/?) при т *  0.

Комплексные числа X являются корнями дис­
персионного уравнения -  полинома четвертой 
степени относительно X2. Рассеяние энергии учи­

тывается через комплексный модуль упругости 
Е  = £ 0(1 -  ix\). При Т] = 0 коэффициенты дисперси­
онного полинома -  действительные числа. Бегу­
щие волны соответствуют действительным вели­
чинам X. Для повышения точности при вычисле­
нии X используется метод итераций: к найденному 
значению X ищется поправка Д. После подста­
новки X + А в дисперсионное уравнение Д опреде­
ляется, пренебрегая всеми степенями Д выше 
первой.

Для расчета бесконечной оболочки особыми 
могут оказаться кольцевые частоты, которым со­
ответствует условие X = 0. Определение таких 
частот производится из условия равенства нулю 
свободного члена полинома. Обозначив через v 
безразмерную частоту: v2 = рсо2(1 -  а 2)/?2/£ , полу­
чим [4] три кольцевых частоты. Частота

v =
т (т  -  1 )

— соответствует ради-
J \2  (т  + 1 ) (1  -  a 2) R 

альным изгибным колебаниям. При этом отно­
шение амплитуд W /V  =  т. Частота
v" = т J0.5 (1  -  а )  соответствует осевым коле­
баниям, при этом W  = V = 0. Частота

V"' = л/1 + т  соответствует преимущественно 
окружным колебаниям. При этом V/W  = т.

Резонанс на кольцевой частоте может реали­
зоваться, если внешняя сила совершает работу на 
резонансной форме. По этой причине форма, со­
ответствующая частоте v", в условиях данной за­
дачи не возбуждается.

Считая, что потери в материале отсутствуют 
г) = 0, будем следить по мере роста частоты за пе­
ремещением корней, расположенных в верхней по­
луплоскости комплексного переменного [5,6]. Рас­
смотрим случай очень низкой частоты при v < v'. 
Здесь X -  комплексные числа: два с малым моду­
лем и два с большим. Будем следить за числами с 
малым модулем X -  ±а, ± bvi. По мере роста час­
тоты величина Ь стремится к  нулю и при v = v '
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WIW„ , дБ

Амплитуда смещения в точке приложения силы.
Составляющие окружных гармоник -  пунктир; суммарная амплитуда -  сплошная линия. Потери = 0; точками при 
Т] = 0.01. Расчет по формулам характеристического импеданса -  штрихпунктир.
(а) -  на сверхнизких частотах, (б) -  около “главной” кольцевой частоты, (в) -  на частотах выше кольцевой частоты.
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получаем кратные числа X = я. Рассмотрим пове­
дение больших корней X = ±а2 + Ь2\. Когда частота
приближается к некоторому значению V, вместо 
комплексных получаем пару кратных мнимых чи­
сел. При дальнейшем росте частоты приходим к 
V =  V’" и снова имеем кратные действительные 
числа. Кратным корням соответствует вырожден­
ная матрица системы. Однако эта особенность -  
устранимая, так например, при наличии кратных 
корней Ы9 помимо решения ехр(Ьх) имеется реше­
ние xexp(Ьх). При расчете системы с двойной точ­
ностью в окрестности особой частоты получаем 
экспериментальное решение задачи.

чина W/W„ , определенная по формулам для моду­
ля характеристического импеданса [1 , 2]:

Z = 4А2 /---- . при v >  1 и Z  = Z J \ m  при v < 1.
\ 3 ( 1  -  а 2)

В частотном диапазоне V = 3.5 - 4.5 (рис. в) наибо­
лее заметен вклад старших гармоник т = 35 - 40; 
гармоники т = 0 - 3 имеют здесь амплитуды в пре­
делах-1 --0 .75  дБ. Количество гармоник, учиты­
вавшихся при суммировании, назначалось в зави­
симости от частоты.

Был проведен расчет частотной зависимости 
прогиба оболочки под силой для варианта 
R/h = 100, а  = 0.3, т) = 0 и ц = 0.01. На рисунках при­
ведено отношение амплитуды радиальных коле­
баний W  к величине статического смещения Wst 
под действием осесимметричной нагрузки 
Q = F/(2nR), распределенной по кольцу х  = 0. Как 
известно, Wgf = QR$/(2Eh), где р4 = 3(1 -  o2)R/h. 
Показанные пунктиром гармоники вносят наи­
больший вклад. Видны максимумы на частотах 
кольцевых резонансов V*. Влияние главной кольце­
вой частоты vm проявляется только вблизи V = 1 
(рис. б). Гармоника кольцевой частоты т = 0 име­
ет максимум при V = 0.96, что соответствует час­
тоте V. При v = 1 наблюдается узкий резонанс 
главной кольцевой частоты, который исчезает 
при внесении потерь (показано точками). Другие 
максимумы на кривой не так заметно зависят отт). 
Для сравнения иггрих-пунктиром показана вели­
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Vibrations of an Infinite, Cylindrical Shell in the Vicinity
of Circumferential Resonance

R . I. Veifcsman
The role of annular modes in calculations of circular cylinders under the action of a concentrated force is ex­
amined.
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