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Решение обратной задачи -  нахождение меха­
нического импеданса нагрузки пьезорезонатора 
по его измеренной комплексной электропровод­
ности [ 1 ] создает основу для возможности опреде­
ления свойств той среды, которая является меха­
нической нагрузкой для пьезорезонатора. Глав­
ной здесь оказывается проблема получения явной 
зависимости импеданса нагрузки от параметров 
среды: плотности, вязкости и т.д. В настоящей 
работе получена такая зависимость для импе­
данса тонкого слоя вязкой жидкости, заключен­
ной между двумя соосными дисками. Это обобще­
ние известной стационарной задачи Рейнольдса 
[2] о сопротивлении слоя жидкости движущемуся 
с постоянной скоростью диску на случай гармо­
нической зависимости давления и скорости от 
времени вида ехр(/Ш).

Задача ставится следующим образом. Два со­
осно расположенных диска радиуса R находятся 
на расстоянии А друг от друга. Пространство меж­
ду дисками заполнено жидкостью с плотностью р 
и динамической вязкостью ц. Верхний диск ко­
леблется по гармоническому закону с круговой 
частотой со и с заданной амплитудой скорости v0 
в направлении, перпендикулярном своей плоскос­
ти. В общем случае нижняя граница жидкости 
считается импедансной. Необходимо найти силу 
сопротивления, испытываемую верхним диском, 
и импеданс слоя жидкости.

Ось z цилиндрической системы координат 
(z, г, ф) направим из центра нижней границы (z = 0) 
к верхней (г = А). Задача осесимметрична, зависи­
мость искомых величин от азимутального угла ф 
отсутствует. Считается, что длина продольной вол­
ны X в жидкости много больше размеров слоя 
(X > R  >  А). Пусть нижняя граница слоя имеет 
удельный (на единицу площади) импеданс ZJ>, об­
условленный свойствами нижней среды, так что 
при z = 0 выполняется условие

vz = -p /Z v  при Z = U. (1)

Не обсуждая принципиальную возможность 
выполнимости предположения, будем считать

импеданс Z q п о с т о я н н ы м , не зависящим от радиу­
са г. Другие граничные условия задаются в виде

Здесь vn vz -  радиальная и вертикальная составля­
ющие массовой скорости, р  -  переменное давле­
ние. По аналогии со стационарной задачей [2] 
считаем, что в основной части слоя жидкости 
выполняются условия

K I «  и .

В предположении линейности задачи с учетом 
условий (3) радиальную составляющую уравне­
ния Навье-Стокса и уравнение неразрывности 
можно записать в виде

Эг

) v r ^ . 2  1 dp

dz2 Л Эг
(4)

1 Э . ко
+ 7 37(rv') = ---- 2 P-

r  d r  p c i
(5)

Здесь A = (1 -  /)/8 -  волновое число, 8 = (2v/co)1/2 -  
толщина пограничного слоя, V = Т|/р -  кинемати­
ческая вязкость, с0 -  скорость продольной волны 
в невозмущенной жидкости. При выводе (5) ис­
пользовано вытекающее из уравнения состояния 
в предположении адиабатичности процессов со­
отношение

Эр /со

Уравнение (4) позволяет выразить радиальную 
компоненту скорости через градиент давления. 
С учетом граничных условий (2) имеем

Vr(z, г) 1 до 

Л*2Эг

sinA(A - z )  + sinAz 
sin А А
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Re Z, (Н с)/м

Im Z, (Н с)/м
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Зависимость .вещественной (а) и мнимой (6J частей 
импеданса от приведенной толщины слоя несжимае­
мой (1) и сжимаемой (2) жидкости. Жидкость -  глице­
рин.

Подставляя (6) в (7) и проведя интегрирование по 
Z, приходим уравнению для давления

d2p  1 dp- £  + - - f + B p
dr2 r dr

где введены обозначения

= A, (8)

B =  I ^ г -
0

]o , A =  -X]k2v 0D /h ,
о

D = kh  sin kh
kh sin k h -  2 + 2cos k h '

Решение уравнения (8), удовлетворяющее усло­
вию р  = 0 при г =  R, выражается через нулевую 
функцию Бесселя J0 следующим образом

р(г) =  - v 0
л'соЛ 1 \ 1 л(/-7в )
[ p c l +Zoj

■11 (9)
\  I  V  г  V  '  '  '

С учетом (9) нетрудно найти полную силу, дей­
ствующую на верхний диск со стороны слоя жид­
кости

F = 2n^rp(r)dr =

_2 ( ,  1 
рс0 4>

-1
1 -

2 J iir jB  )

r J b u r J b  )

(Ю)

Здесь 7, -  первая функция Бесселя. Таким обра­
зом, импеданс тонкого слоя жидкости выразится 
с помощью формулы

Z = £  =

2/iCOft 1
•тс R2 —^  ^

-1

pel Zo
1 -

2 J ^ r jB  )

r J b  u r J b  )_

( 11)

При абсолютно жесткой нижней стенке, когда 
Zq — °°, импеданс слоя жидкости запишется в виде

inR2pcl
Z =  ------^ 1  - 2

\R ,fB J 0(R jB)
(12)

Проинтегрировав уравнение (5) по z в пределах 
(0, А), учтя импедансное условие (1) и условие (2) 
для скорости vz на верхней стенке, получаем

1 э
V° гЭг

h 
Г
о
J  v/z , r)dz ^  + (7)

рс0 Z,

где

В = кh sin it h
r2 kh sin kh -  2 + 2 cos k h ’co

к  =  ( 1 - 0 / 8 .

Переход к  несжимаемой жидкости осуществляет­
ся с помощью условия с0 —> °°. В этом случае 
В —» 0, поэтому, используя разложения функций
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Бесселя по малому параметру r J b  [3], получаем 
выражение для импеданса кругового слоя вязкой 
несжимаемой жидкости на абсолютно жестком 
основании

z„ =
nR  pool + / sin kh

8 8 k h s m k h -2  + 2coskh' (13)

Наглядное представление о характере зависимос­
ти импеданса (13) от относительной толщины 
слоя несжимаемой жидкости й/5 дает выте­
кающая из (13) при условии й/5 1 формула

ЗяЛ4рсо
н 45

/ 8  
5 й (14)

Графики на рисунке иллюстрируют полученные 
результаты. На нем представлены расчетные за­
висимости (формулы (12), (13)) компонент импе­
данса тонкого слоя глицерина от его приведенной 
толщины й/5 для случаев несжимаемой и сжима­
емой жидкости. Нижняя граница абсолютно жест­
кая, частота воздействия 20 кГц, радиус слоя 
R = 5 мм. Как и предполагалось, сжимаемость 
жидкости заметно проявляется при малых тол­
щинах слоя, когда вязкость затрудняет переме­
щение жидкости. У сжимаемой жидкости вещест­

венная часть импеданса, характеризующая внут­
ренние потери, оказывается меньше, чем у нес­
жимаемой. Еще больше различаются реактив­
ные составляющие импедансов. У несжимаемой 
жидкости Im Z во всем диапазоне й/5 носит массо­
вый (индуктивный) характер. У сжимаемой жид­
кости при й/б < 11  ш Z меняет знак и определяется 
упругостью жидкости.

Таким образом, при малых толщинах слоя 
пренебрежение сжимаемостью жидкости при 
интерпретации экспериментальных результатов 
может привести к неправильным выводам.

Авторы благодарны С.Б. Афанасьеву за по­
мощь в проведении расчетов.
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