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На основе волнового представления динамических процессов в стержне показано, что эффект оп­
тимального гашения продольных колебаний может быть достигнут при любых параметрах конце­
вого закрепления стержня путем полного согласования потока вибраций посредством перемещения 
подстроечных масс вдоль стержня.

Подобно тому как это делается в радиотехни­
ке для согласования потоков волновой энергии 
[1], в конструкциях машин и механизмов можно 
предусмотреть подстроечные элементы, с по­
мощью которых производится настройка систе­
мы на безотражательное прохождение по ней по­
токов вибраций, и тем самым достигается мини­
мальный уровень виброактивности.

В работе [2] решена задача о колебаниях 
стержня с одним подстроечным элементом в виде 
массы, которая может перемещаться вдоль стерж­
ня. В этом случае осуществление подстройки при 
изменении частоты возмущения возможно при од­
новременном регулировании не только места по­
ложения, но и массы подстроечного элемента.

Ниже демонстрируется способ согласования 
потоков вибраций в стержне с двумя подстроеч­
ными массами, которые позволяют путем изме­
нения только лишь места их положения прово­
дить непрерывную подстройку в зависимости от 
частоты возмущения.

Систему' источник-стержень-присоединенное 
звено (нагрузка) представим в виде полубесконеч- 
ного стержня, соединенного на конце с массой, 
пружиной и демпфером, характеризующими инер­
ционно-упругие и диссипативные свойства нагруз­
ки (рисунок).

На стержень нанизаны две сосредоточенные 
массы, которые можно перемещать вдоль него и 
фиксировать в любом положении.

Будем считать, что периодический источник 
возмущений находится в бесконечности и имеет 
частоту со.

Продольные колебания стержня описываются 
волновым уравнением

удовлетворяющим краевому условию при х  = 0:
EFu, -  ти„ - с ш , -  ки|д, 0 = 0 (2)

и условиям сопряжения смещений и продольных 
напряжений в местах закрепления дополнитель­
ных масс:

EFu I -  EFux 1 —
/ 0\

mi(«/ )„• (3)х = Г х = Г

EFux | -  EFu I▲ л 1 = т2 (и®+/.)„, (4)X == V + L) х= (/ + £Г
U  | = и —

0
ип (5)X = Г х = Г

и = и 1
х = (1 + L)* х= V + L)~

0
“  Ul + L* (6)

Здесь и(х, t) -  продольное смещение стержня; х> t -  
координата и время; с -  скорость распространения 
продольных волн в стержне; Е  -  модуль Юнга; F  -  
площадь поперечного сечения стержня; т, к, а  -  
масса, жесткость и коэффициент вязких потерь 
присоединенного к стержню объекта; т1 2 -  мас-

0 осы подстроечных элементов, ип  uUL -  смещения 
стержня в сечениях х  = / и х  = / + L, т.е. в местах ус­
тановки элементов.

На каждом участке стержня (0<д:< /, / < * < /  + 
+ L, х > I + L) решение уравнения (1) может быть 
представлено в виде суперпозиции двух бегущих 
навстречу друг другу волн:

A xeiia,,+kx) + B xeiib,' - kx)

и(х, t) = <

0 <х<1,
а |‘1ш< + *(*-/)] р f [Of-*(*-/)]А 2е  + В 2е  ,

1<х<1 + L,
а  |[< ог + * ( * - / - « ]  , р  Я ш - к { х - 1 - т  А 3е  + В 3е ,

(7)

x > l  + L,

и„ -  с2м„ = 0, ( 1)

✓v — * 1 "Э
ч

где Aj ( j=  1, 2, 3) -  амплитуды падающей (J = 2 
прошедших (J = 1,2) через дополнительные м
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Стержень с двумя подстроечными элементами.

сы волн; Bj -  амплитуды волн, отраженных от на­
грузки (J = 1) и подстроечных элементов (] = 2,3);
0), к  -  частота и волновое число, удовлетворяю­
щие дисперсионному уравнению со2 = с2к2.

Подставляя решение (7) в соотношения (3) - (6), 
получаем систему алгебраических уравнений, 
в которых неизвестными являются амплитуды 
прошедших и отраженных волн:

А Х  = Ь,

X = (А и В х>А29В2, В 2) ,

ь = (0, 0, (-  1 + im2) , 0, 1)т,

Z! Z2 0 0 0

~е 1 1-- /М, - 1  -  /М, 0
0 0 -е2 е_2 - 1 -  iM2 ,

е-1 -1  -1 0
0 0 <?2 е_2 -1

e±i = е ±ш, еп  = e±ikL, M l2  = m l 2(£>2/kEF,

Z\ = mco2 -  к  + i(kEF -  асо),

Z2 = mco2 -  к  -  i(kEF + асо).
Определим условия согласования, при ко­

торых при заданной амплитуде А3 отраженная 
волна на участке стержня х  > I + L  отсутствует, 
т.е. fi3 = 0.

Решение системы уравнений (8) представим 
в виде

где

\  = \ ( Z le_l + Z 2e l) +A 2(Z ,e _ ,-Z 2e ,) ,

А = detA, А, = 1е_г -  iM2(e_2 -  е2),
А2 = 2е_2( 1 -  а# ,) -  iM2{e_2 + е2) -  М,М2(е_2 -  е2).

Заметим, что Дв  ̂ и А одновременно не обраща­
ются в ноль ни при каких параметрах системы.

Условия отсутствия отраженной волны в сис­
теме (В3 = 0) выполняются, если Дв = 0, т.е. пара­

метры т, к, а , со, М, 2, /, L  удовлетворяют системе 
алгебраических уравнений

(1 - M 2tgkL)  (M + tgkl) - P t g k L -  
- ^ t g k l ( l - M xtgkL) + ( M t g k l - 1 )  x 

x [ ( M lM2- l ) t g k L - M l - M 2] = 0 , 
P(M 2tgfcL—1) - t g k L ( M  + tgkl)  + (9)
+ (1 - M xtgkL)  (1 - Mt g k l )  -  p tgkl x 

x [{MxM2- \ ) t g k L - M x- M 2] = 0,

где p = a <ti/EFk> M  = (mco2 -  к)/EFk.
Исключая в (9) L, находим уравнение для опре­

деления величины /, характеризующей положе­
ние первой массы на стержне:

Р 1р2- Р 2р+ Р з = 0. (10)
где

p l = (Mlt g k l -  l)2 + tg2kl, 

р 2 = (2 + М2) (1 + tg 2kl),

р 3 = (MxM t g k l -  М х -  M ) 2 + Xg1 kl у.

x (1 -2 M .M  + M2) +2Af,tgW + 1.
Это соотношение записано в виде квадратного 
уравнения относительно р. По физическому смы­
слу Р = сxc/EF -  величина, пропорциональная ко­
эффициенту вязких потерь, должна быть поло­
жительна (р > 0).

Условия существования положительных зна­
чений р выполняются, если дискриминант уравне­
ния (10) Dt = р \ -  и коэффициенты />1,2,3 п0" 
ложительны.

Заметим, что р 12 > 0 при любых параметрах 
системы, а дискриминант D{ можно записать в ви­
де полинома по степеням £ = tg kl,

D, = a4£* + a 3£3 + a £ 2 + + a0,
где

a4 = m \ + м2 + т хм -  т]мг -  

-  4M2 -  am] + т\м -  AMXM2.
Как известно, полином принимает положитель­
ные значения (£)/ > 0) при £ — ► если коэф­
фициент, стоящий при переменной в наивысшей 
степени, больше нуля (а4 > 0). Переменная = 
= tgkl —*■ о®, когда расстояние /, определяющее 
положение первой массы ти близко к четверти 
длины волны (/ — ► А,/4). Выполнение условий 
/>з > 0, а4 > 0 всегда может быть достигнуто подбо­
ром величин масс тх 2. В частности, при тх = т2, 
тсо2 -  к  = 0 условия р 3 > 0, ал > 0 выполняются при 
любых значениях параметров подстроечных эле­
ментов и нагрузки.
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Исключая теперь / в уравнениях (9), вновь по- 
лучаем квадратное уравнение, связывающее ве­
личину L и другие параметры системы:

<7iP2 -  <7г Р + <7э = 0. ( И )

где
Ч\ = 1 + tg 2kL,

q2 = (MxM2lgkL -Л /, - Л/2)2 +
+ tg2*L[2 + (Af, -  Л/2)2] + 2,

(?з = (1 + A^)tg2<tb + Л#2 + 1.
Рассматривая дискриминант уравнения (11) DL =

= <72 -  ^Я\Яг как полином относительно Т| = tgkL>

d l = М 4 + М 3 + М* + М  + ь0,
получаем, что DL > 0, если Ьл = [2 + м \  м \  + (А/, -  
-  М ^ } 2—4(1 + Л/2) > 0, д  = tg*L —  о» (Т.е. L  —  Х/4).
Так же как в случае, рассмотренном выше, по­
ложительное решение уравнения ( 11 ) всегда су­
ществует при L  — ► А./4, если М  = 0, а параметры 
ги 1 2 — любые.

Таким образом, из анализа уравнений сле­
дует, что:

-  согласование потока вибраций в стержне 
всегда может быть осуществлено с помощью двух 
подстроечных элементов в виде масс, перемеща­
ющихся вдоль стержня;

-  единственным необходимым условием согла­
сования является наличие диссипации концевого 
закрепления стержня;

-  пространство для оперативной подстройки 
должно быть порядка половины длины волны. 
Перед началом подстройки массы целесообразно 
расположить на расстоянии, близком к четверти 
длины волны друг от друга и от закрепления.
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Damping of Longitudinal Oscillations in Rods by Tuning Elements
A. I. Vesnitsky and I. V. Miloserdova

Based on a new wave representation of dynamic processes in a rod, we demonstrate that for any parameters of 
a rod’s end fixture, an optimal damping of longitudinal oscillations can be achieved by completely matching 
the flow of vibrations with the aid of tuning masses moved along the rod.
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