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Рассмотрена дифракция волны Рэлея на границе между свободной и слабонагруженной частями по­
верхности. Для нахождения рассеянного поля необходимо решить матричное функциональное 
уравнение задачи Римана. Предложен приближенный метод решения этого уравнения, строго обос­
нованный в скалярном случае. Метод основан на разложении ядра функционального уравнения в 
ряд Лорана с удержанием старших членов. Рассеянное поле найдено в квадратурах. Вычислена 
асимптотика поля.

Обработка информации в устройствах на по­
верхностных акустических волнах (ПАВ) обычно 
осуществляется путем рассеяния волн на различ­
ных типах поверхностных неоднородностей. Тео­
ретический анализ даже двумерных задач рассея­
ния достаточно сложен (см. [1 ] и цитированную 
там литературу). Поэтому определенный интерес 
представляет изучение модельных задач, кото­
рые могут явиться базисными при рассмотрении 
конкретных проблем. В частном случае неодно­
родностью является прямая, разделяющая часть 
поверхности, по обе стороны от которой поверх­
ность однородна, но граничные условия различ­
ны (скачок граничных условий). Исследование 
рассеяния ПАВ на такой неоднородности в стро­
гой постановке сводится к задаче Римана. Реше­
ние последней вследствие известных трудностей 
факторизации [2] получено лишь в скалярном 
случае [3 6]. Вместе с тем при изучении дифрак­
ции волны Рэлея на скачке граничных условий 
обычно возникает матричная задача Римана. 
В работе [7], где рассматривалась такая дифрак­
ция, авторам удалось, используя эвристические 
соображения, найти асимптотики рассеянного 
поля без решения матричной задачи. В настоя­
щей статье предложен приближенный метод ее 
решения, обладающий определенной степенью 
универсальности, который может быть использо­
ван во многих других случаях.

Для построения и обоснования метода рассмо­
трим скалярную задачу о дифракции сдвиговой 
поверхностной волны Лява (СПВ). Всюду ниже 
считается, что твердое тело занимает область 
у > 0. Исходная СПВ и0 удовлетворяет уравнению 
движения

(Д + £?)м0 = 0, Д = д2/д х 2 + Э2/З у 2, (1)

и граничному условию ди0/ду + Ь{к2и0 = 0 при 
у  = 0, т.е.

и0 = А ехр(/<7о,д: -5 ,* ,у), (2)

где к ,-  волновое число сдвиговой объемной волны, 
kt = со/с„ с, -  скорость, Rек, > 0, Im£, > 0, Imк, —> 0. 
Волновое число находим из дисперсионного 
уравнения

Л(<7о/) = + Яо> ~  ' 5А  = °> R e *7о< > °> (3 )

0 < 8, -  безразмерный параметр, пропорциональ­
ный плотности массы, нагружающей поверх­
ность.

Сформулируем задачу о дифракции (см. по­
дробнее [6]). Пусть исходная СПВ задана при всех 
0 <у, -оо<д:<оо формулой (2), а на поверхности 
при х  > 0 имеется дополнительное инерционное 
нагружение, так что возникает рассеянное поле 
и(х, у)у удовлетворяющее граничному условию 
при у  = 0

ди/ду + 8,*, и = - § 2k,Q(x)(u + и0), (4)

где 0(лг) = 0, если х < 0, и 6(х) = 1, если х > 0. Без­
размерный параметр 82 пропорционален плотно­
сти массы, дополнительно нагружающей поверх­
ность. Ниже считается, что Sj + 82 > 0. Рассеянное 
поле подчиняется уравнению движения (1), так 
что его интегральное представление

«(*, у) =
i82k, |- W (q)dq ,чх+/уу?
2к  J A(q) 6
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где

Уч = (*? -  Яг) т . W(x) = и(х, у = 0) +А6(х) ехр(й?о,ж),

W \q )  = jdxW ^x)cxp(± iqx). 
о

После применения к (5) фурье-преобразования 
при у  = 0 получаем задачу Римана

W \q ) + F(q) W~(q) = iA / ( q 0- q ) ,
(6)

F(q) = l - i 8 2k £ - \q ) .

Для ее решения произведем в (6) тождествен­
ное преобразование

Я -  Яо, Яо, -  Я
, s  , 8(я) - Р />7Ч
+ Ъгк ~г-----Г W  • (7^Я ~Яо1

8(Я) = 8, k . - i j k f - q 2, q\, = q20l + 82k,p .

Формально введенный параметр р  требует опре­
деления. Ищем решение (7) в виде ряда

W % )  = Х 52 *£(«)• W
я = о

При подстановке этого ряда в (7) возникает бес­
конечная цепочка уравнений, решаемая последо­
вательно, причем решение выписывается в квад­
ратурах [2] через интегралы типа Коши. Можно 
показать, что если параметр р  произволен, то
wn(q) ~ (я -  Яи)~п~\ Л = 1, 2, ... Но тогда после 
вычисления интегралов (5) получим секулярные 
члены, растущие с увеличением |д:|. Чтобы уничто­
жить такие члены, следует считать, что р  = g(qXl)- 
Тогда qu становится точным волновым числом 
СПВ, распространяющейся у поверхности, имею­
щей суммарную нагрузку 8, + 82. Можно строго 
доказать, что при достаточно малом 1621/ 8, ряды 
(8) при условии р  = g(qu) сходятся, и первые члены 
разложения (8) есть

ИяоА
(Яи + Яо,) (Яи-Я) ’ 

ИЯо,-Яи)А 
(Яи + Яо,) (Я + Яо,) '

Используя (6), интеграл (5) преобразуем к виду

Ф ,  У) =

В первом приближении в (10) вместо W* следует
подставить Wq . Асимптотики решения (10) для 
краткости выписывать не будем, поскольку они 
по параметру |821/ 8, близки к соответствующим 
асимптотикам аналогичной задачи, решенной 
иным (эвристическим) способом в работе [6]. 
Для дальнейшего существенно следующее. При­
ближенное решение (9) уравнения (6) может быть 
получено, если функцию F(q) разложить в ряд 
Лорана по степеням q2 -  qlt> удерживая лишь два 
старших члена:

F(q) = 1 -  28,82*?/(<72 -  Я1,)\ при этом q\t = q \t + 
+ 28,82*?. Именно такое приближение использу­
ется ниже для анализа дифракции поверхностной 
волны Рэлея.

Перейдем к решению этой задачи. Волна Рэ­
лея (ср0, ф0) на свободной поверхности изотропно­
го твердого тела описывается скалярным cp0(x, у)
и векторным у  = \j/(0, 0, \j/0(дг, у) потенциалами:

Фо.= АехрОдоХ -  а,у),
V0 = i&AexpO'qgX -  а,у),

которые подчиняются уравнениям движения

(Д + к]) <р0 = 0, (Д + к2) ф0 =  0,

( И )

( 12)

где кI = со/с, -  волновое число продольной волны, 
с, -  ее- скорость, Rек, > 0, 1шк, > 0, Imi, -»  0, =
= (.Я2о - к1, ) 1П. Rea,, > 0; волновое число q0 удовле-
творяет дисперсионному уравнению (2q20 -  к2) 2 -
-  4 ^  о д  = 0, Re^0 > 0; П = (2q\ -  к2) /(2 о д ). Если 
при х  > 0 на поверхности тела имеется инерцион­
ная нагрузка Мо0(х), где М0 -  поверхностная плот­
ность массы (г/см2), то возникает рассеянное поле 
(ф, ф), удовлетворяющее следующим граничным 
условиям при у = 0:

Э2ф
ЭхЭу к2 + 2

Э2

Э ? ,
V = -M0(x)V,(x),

, ,  э2 л э2ф
к2 + 2 —  ф + 2 ̂ ■ = № (х ) V2(x),

Ьх- дхд у

V ,(x )  = ^  + ~ + i A p -  Q(x)ei4oX, дх ду 2q0

V2(x) = ~  ~  + П А ^ г е(х)е“г°х,ду дх 2 q(

(13)

М  = o>2Af0/(p с?), р -  плотность твердого тела. Ес­
ли в (13) положить М  = 0, получим обычные 
граничные условия для волны Рэлея на свобод-
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ной поверхности. Учитывая, что рассеянное поле 
подчиняется уравнениям движения (12), получим

Ф(*. У) = ^ \  d q ------------- т --------—
iqx + ifi^y

30

У (х , У ) =
м
2 п J d q

(2q2~k]) У-1+ 2д?,У ; 19Х+ v

(14)
Lq = (2q2- j ) 2 + 4 q % y q, = t f - g 2) '* ,

оо

V U g ) = \ d x V ^ x ) e ±i“\

На выбранном листе римановой поверхности 
функция Lq имеет нули в точках q -  ±q0.

Формулы (14) содержат неизвестные функции
V* 2 и являются интегральными уравнениями. 
Преобразуем их к функциональным уравнениям 
задачи Римана, дифференцируя по х  и у, полагая 
затем у = 0, комбинируя должным образом и осу­
ществляя преобразование Фурье по переменной х :

v ; + v ; ~
Ак2, iM  г , 2т,_

. iAkr.Q. iM  ,  (15)
Vt2 + V-2 + ^ r -/-J— rT  = ,- ^ { g V qVj  + ^kfV-2} :

2<7о( ? - 9 о)

\  = Ч Р , + 2  я 2- к 2,.

Предположим, что |М/^0| <  1 и произведем в пра­
вой части системы (15) разложение в ряды Лора­
на, удерживая лишь старшие члены. Фактически 
оно сводится к  замене Р9 -> iah yq -> /ос„ Lq -> L, X
X {q1 -  ql), где

^  Й  = 4 (2ql -  к]) -  4 a ,a , + 2q%— + l̂ ~
Э?' a , a ,

и производная взята в точке д2= д\. Отметим, что 
L{ < 0. Введем обозначения

где

$  =  colon (V f, V*), Ё = colon (1, -iCi),

л

F -
1 -

еб. ieqA

я 2 - я 1
ieqA

Яо(Я ~Яо)

Яо(Я2- Я 2о) 
еб,

1 - I

(17)

Уравнение detF  = О есть приближенный закон 
дисперсии рэлеевской волны на нагруженной час­
ти поверхности.

Для решения уравнения (16) факторизуем мат­
рицу Р  = Р Р  так, чтобы Р  не имела полюсов 
в нижней полуплоскости и на вещественной оси q
(минус-область) и detF Ф 0 в этой же области,

Л + А +
а F  и detF  обладали бы аналогичными свойст­
вами в верхней полуплоскости и на веществен­
ной оси (плюс-область). Потребуем также,

А ̂  Л А
чтобы F  —» /  при \q\ -»  о© ( /  -  единичная мат­
рица). Уравнение (16) примет тогда вид

(f V ^ + f v = s ,

А к2
В = ( Р У 'Ё .

2Яо(Я~Яо)

Матрицу В разобьем на сумму В = В+ + В , тре­
буя, чтобы В стремились к  нулю при |<?| —> °° и 
были аналитичны соответственно в плюс- и ми­
нус- областях. Тогда (F +)_1 V* -  В* = Ё -

-  Р  V . Согласно теореме Лиувилля [2], левая и 
правая части последнего уравнения обязаны 
равняться нулю, так что решение задачи (16) есть

_̂ _+ Л + А + л — л — — ] ж —
V = Р  Ё , V = (F  ) В . (18)

Основной этап -  факторизация -  осуществляется 
методом неопределенных коэффициентов, т.е.
матрицы Р ищем в виде

г  = Мяо Я ^  ™ А к*, о , , = — а . Л  = —— . Р± -  1 Я + А*
Яо 2д0 Я±Яо Аз Я + А{

После преобразований получаем

Ак2V++PV =
^Яо(Я-Яо)

Ё , (16)

* +
где А к (к = 1 ,..., 4) -  постоянные. Перемножая F  и
Л -•
F  , получим систему восьми нелинейных алгебра­
ических уравнений, из которых определяются А*.
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Эта процедура решения реализована в первом по 
е приближении. Результат имеет вид

1
2q0 ( q ± q 0)

2?о(4 ± 4 о) ± е 8 / _ г ’ е Л

/еЛ 2q0( q ± q 0) ±е5,

a I (, = (<?,- £ ;2, ) т . Слагаемые в формулах (20) 
имеют следующий смысл: ф ^, -  поле, рассеян­
ное в объем; остальные -  соответственно ком­
пенсирующее исходную волну у нагруженной 
части поверхности поле, трансформированная 
поверхностная волна при х  > 0 и отраженная вол­
на при х  < 0. Подчеркнем, что полное поле во всех 
точках твердого тела есть сумма (ф0 + <р, ф0 + ф). 
Объемное поле дается формулами

detF  = <7±<7i
. Я\ = + (« , + « ,) .q ± q 0’ ’ * ,и " 2 q\

6 ' - .  q\ ~ 4° л , а - —
2 f0 (? + tfi)

* = ---- — £.
? i  +  <7o

Отметим, что -  волновое число рэлеевской 
волны на нагруженной части поверхности. После 
подстановки последних формул в (18) находим

v + = / * > « * '+ а >) 
8<7о(? +  9о)

Акг,

2?0 ( ? - '? i )
Е.

Используя (15), преобразуем (14) к виду
оо

Ф(*> у) = ^  J  dqXt{q)D{q)e4X+' ^ ,

ОО

¥ * У )  = dqX,{q)D{q)e4X + î ,

X, = iq ( С -  Vx(q)) + yq ( Q C - iV 2(q) ) , <19>

x ,  = ( v,(<?) -  C) + q  (П С -  iV2(* )),

D_1 = «2 + ^ ’ C = K ) >  

^ a ( « ) - V J a+ V e a.

Обозначая x = /? since, у  = #cosa , приведем асимп­
тотики решения (19) при k,R >  1. Асимптотики 
получены методом перевала.

ф(*> У) 
ф(*. У)

Фоб
Ф об

-6 (х ) Фо
Фо

+ 0(х)
i Q e ^

+ в(-х)
-а(У

—iCle-*,у

А е‘ч'х +

(20)

Ь - J l A e ^ .2<?п

Фоб =

фоб

fc,cosаХ, (к,sing) ^ (tj*_я/4) 

2nk,RD  (£,sina) 
к,cosctX, (A:, sin a )  , (M_„/4) 

j2nk,R D  (it, sin а )

(21)

Обсудим полученные результаты. В использу­
емом приближении амплитуда распространяю­
щейся вдоль нагруженной части поверхности 
(трансформированной) волны Рэлея совпадает с 
амплитудой исходной. Амплитуда отраженной 
волны мала по параметру Е. При этом амплитуд­
ные коэффициенты отражения г и прохождения t 
практически совпадают с известными формула­
ми Френеля, возникающими при анализе отраже­
ния плоской монохроматической волны от 
границы раздела двух сред. Действительно, при 
* > 0, у = 0 прошедшая поверхностная волна есть 
ф, = МехрО'де), а отраженная при х  < 0, у  = 0 есть 
фг = rAcxp(-iq<fl). Требуя выполнения равенств 
Фо + Фг = Фг, (̂Фо + <Pr)/dx = dipjdx при л: = 0, полу­
чаем / = 1 + 0 (e), г  = (q0 -  qi)/2q0 + 0(е2), что пол­
ностью соответствует результату (20). Таким об­
разом, если е -  малый параметр, то в первом 
приближении можно находить амплитуды про­
шедшей и отраженной поверхностных волн, иг­
норируя рассеяние в объем [1]. Амплитуда объ­
емного поля (21) мала по параметру е : следова­
тельно, доля энергии, рассеиваемая на скачке 
граничных условий в объем, по порядку величи­
ны равна Е2 . Отметим существенное различие ди­
аграмм направленности объемного излучения 
при дифракции сдвиговой [6] и рэлеевской ПАВ. 
В первом случае объемная волна излучается в ос­
новном под малыми по параметру е 2 углами 
скольжения в направлении распространения пада­
ющей ПАВ; во втором случае зависимость диа­
граммы направленности от параметра £ малосуще­
ственна, однако имеется довольно сложная угловая 
зависимость. В цитированной выше работе [7] 
задача о дифракции рэлеевской ПАВ на скачке 
граничных условий обсуждалась в несколько бо­
лее общей постановке (учитывались упругие 
свойства массы, нагружающей поверхности). 
Асимптотики (20), (21) совпадают с полученными 
в работе [7] иным способом, если в параметре Е 
учесть указанные упругие свойства.
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Rayleigh Wave Diffraction at a Weak Discontinuity
in the Boundary Conditions.

V. V. Popov
Rayleigh wave diffraction at the boundary between free and weakly loaded parts of a surface is considered. To 
find the scattered field, we solve the matrix functional equation of Riemann’s problem. An approximate tech­
nique for solving this equation is proposed and rigorously substantiated in the scalar case. The technique is 
based on the Laurents series expansion of the functional equation kernel taking into account the higher order 
terms. The scattered field is found by quadratures, and its asymptotic expansion is calculated.
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