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Сравниваются результаты расчета конечной и 
бесконечной оболочек для суммарной амплитуды 
и для отдельных гармоник. Рассматривались ус
тановившиеся колебания круговой цилиндричес
кой оболочки на частотах, близких к кольцевой, 
где имеет место сгущение собственных частот.

При расчете колебаний оболочки часто ис
пользуются упрощенные асимптотические фор
мулы [1 - 4]. Определяются амплитуды радиаль
ных колебаний шарнирно опертой оболочки при 
нагружении сосредоточенной силой, приложен
ной в среднем сечении по нормали к поверхности. 
В работе [4] смещение в точке приложения силы 
F, определенное по асимптотической формуле 
характеристического импеданса, сравнивалось 
для области низких частот с результатом сумми
рования собственных форм. Было показано, что 
асимптотическое выражение представляет в 
среднем зависимость амплитуды от частоты.

В принципе асимптотическое выражение 
представляет точное тем лучше, чем больше 
плотность резонансных частот, т.е. чем ближе 
частота к кольцевой. Соответственно в этой об
ласти частот для получения точного результата 
необходимо учесть большее число слагаемых.

В данном сообщении приводятся результаты 
расчетов на частотах, близких к кольцевой. Срав
нение точного и асимптотического значений дано 
в виде частотной зависимости амплитуды W ради
ального смещения. Амплитуда W отнесена к ве
личине Wsl статического прогиба, который возни
кает под действием осесимметричной составляю- 
щей Q разложения нагрузки Q = F/2kR и  
представляется в зависимости от безразмерной 
частоты v = со/?/с, где с2 = Е / р(1 -  а 2), £ , р, а -  мо
дуль упругости, плотность и коэффициент Пуас
сона материала. Размеры оболочки обозначены: 
R>hy I -  радиус, толщина, длина.

Колебания оболочки представляют, как обыч
но, в виде суммы собственных форм. Для смеще
ний по радиусу, по оси и по окружности имеем:

* 4  = Wmnjcosm(pcosKnx/l; umnj= tfm„,cosrn(psin7U://,

Vmnj = V^cosmtpsinto://.

При этом амплитуда W радиальных колебаний 
в точке приложения силы определяется как сумма:

w  = У у ./[V 2 ( 1 + / П ) - V 2] .% l h E  A m  lmnJ  L mnJ 4 J
m, л,У

Здесь Утп] = И£я/  ( < пj  + U2mnj + VL,), « = 1 , 3 , 5 ,  
. . . , 2 / V- l , m  = 0, 1,2, ...,M ,7 = 1,2,3.  Четные зна
чения n не фигурируют в силу симметрии задачи. 
Множитель а = 0.5 при т = 0 и а = 1 при тф  0.

Собственным формам соответствуют частоты 
vm/J, < vmn2 < vm«3- Поперечная нагрузка вызывает 
преимущественно низкочастотные формы j  = 1. 
Будем обозначать Wm гармонику т (сумму по ин
дексам гг, У при фиксированном т).

На рисунках приведены результаты расчетов 
для случая R/h = 100, l/R  = 5, ст = 0.3 при коэффи
циенте потерь У] = 0.02. Расчеты производились на 
основе уравнений оболочки,, имеющих симмет
ричную матрицу [6].

Для бесконечной оболочки результат опреде
лялся как сумма нормальных волн [5]. При этом 
принимался тот же коэффициент потерь У] = 0.02.

На низких частотах v < 0.2 величины максиму
мов смещения совпадают с резонансными значе
ниями соответствующих гармоник Wr:

По мере дальнейшего роста частоты ампли
туда суммарного смещения все более превосхо
дит амплитуды отдельных гармоник, изменение 
суммарного смещения становится более плав
ным, и вблизи v = 1 плотность резонансов стано
вится столь большой, что в сумме резонансы от
дельных гармоник почти неразличимы. Глад
кость кривой зависит от величины произведения 
коэффициента потерь Т) на плотность резонанс
ных частот.

Чтобы определить количество слагаемых, ко
торое необходимо учитывать при суммировании, 
числа М  и N  последовательно удваивались и отме
чался момент, когда это не сказывалось на сумме. 
Таким образом, для частот v = 1 были определе-
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W/Wsl, дБ

Рис. 1. Амплитуда колебаний в месте приложения силы. Сплошной линией -  для конечной оболочки, пунктиром -  для 
бесконечной оболочки. Числа на кривых указывают номер окружной гармоники. Е -  суммарные колебания конечной 
оболочки. Штрихпунктир -  амплитуды, соответствующие характеристическому импедансу.

ны необходимые числа для окружных гармоник 
А/ = 64 и для осевых N  = 32. При расчете статиче
ского прогиба Wst эти числа пришлось удвоить. Ре
зультаты в диапазоне 0.8 < v < 1.1 представлены на 
рис. 1. Здесь видно, что суммарная амплитуда хоро
шо совпадает с асимптотическим значением Wc [4], 
определенным через характеристический импе
данс: Wc/Wsl = 0.5л{3[(1 -  а 2)Д/А]3}1/4/у, если v > 1.

мод внутри одной гармоники т приводит к тому, 
что максимумы Wm для конечной оболочки ока
зываются меньше, чем Wr. Соотношение макси
мума отдельной гармоники и суммы при v < 1 
можно оценить через

W / W e =
3 h

При v < 1 это выражение следует умножить на
Jv.  Податливость бесконечной оболочки рассма
тривалась в [5]. Было показано, что в этом случае 
суммарная амплитуда хорошо описывается фор
мулой для Wc. У бесконечной оболочки при т > 1 
гармоника т имеет максимум на частоте V, близ
кой к  частоте кольцевого резонанса для т :

т (т — 1) к
v  = . . . = —.

12 (m2 + l ) R

Гармоники т = 0 - 3 на частотах немного ниже 
v = 1 имеют еще один максимум. Интерференция

В рассмотренном примере сумма превосходит 
Wr на 13 дБ.

На рис. 1 линия для бесконечной оболочки 
(пунктир) осредняет колеблющуюся сплошную 
линию, которая соответствует частотной зависи
мости конечной оболочки. В районе максимума 
пунктирной кривой сплошная кривая следует 
ближе к пунктирной. По мере удаления от макси
мума увеличиваются колебания сплошной линии 
относительно пунктирной. При т = 0 сплошная 
линия заметно отличается от пунктирной только 
при v > 1. Различие быстро увеличивается с рос
том т. Максимумы амплитуд гармоник также не
сколько возрастают. Я
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Рис. 2. Собственные частоты v^y в зависимости от числа п полуволн на длине оболочки. Числа на кривых указывают 
номер т окружной гармоники.

В диапазон частот на рис. 1 попадают первые 
резонансы гармоник т -  17, 18, 19. Амплитуды 
этих резонансов в рассматриваемом диапазоне на
ибольшие и на 4 - 5 дБ превосходят уровень ампли
туд гармоник т = 0 - 2, у старших гармоник меньше 
сгущение частот и максимумы амплитуд ближе к 
значениям Wr резонансных слагаемых мод.

Сравнение амплитуд конечной и бесконечной 
оболочек показывает асимптотическое соответ
ствие не только для суммарного прогиба, но так
же и для гармоник.

На рис. 2 дано распределение резонансных 
частот в диапазоне v = 0.6 -1.1. Сплошными лини
ями обозначены низшие гармоники т -  0 - 4 ;  
пунктиром выделены гармоники т = 16 - 19. Ин
тересно, что ход этих кривых зависит от коэффи
циента Пуассона; частоты сгущаются с уменьше
нием а . Но в максимальной степени сгущение 
B03pacraef при увеличении отношения 1/R.
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