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Как известно [1, 2], твердотельные среды об
ладают нелинейной упругостью, проявляющейся 
в отклонении от линейной зависимости между 
тензором напряжения a ik и тензором деформации 
Uik. Нелинейность однородных твердых тел опи
сывается “классической” пятиконстантной тео
рией упругости [1, 2], являющейся, по существу, 
разложением зависимости Gik = o(Uik) в ряд Тей
лора по степеням малых деформаций.

Для описания структурно-неоднородных сред, 
к которым, по-видимому, относится и большинст
во горных пород (вследствие их сложной струк
туры и наличия различных дефектов — трещин, 
дислокаций, зерен и т.д.), подобный подход не 
применим. Уравнение состояния такой среды бу
дет отвечать типу и количеству дефектов, содер
жащихся в ней. В частности, наличие трещин в 
твердом теле будет приводить к его разномодуль- 
ности -  различному модулю упругости при сжатии 
и растяжении. Модель такой среды уже использо
валась для объяснения результатов эксперимента 
по диагностике расслоений в конструкционных 
материалах [3] и феноменологического описания 
распространения и взаимодействия упругих волн в 
нелинейных средах [4-8] .  Следует отметить, что 
построение нелинейной модели микронеоднород- 
ной среды было предпринято в работе [9], однако 
конкретные особенности микронеоднородностей 
(в частности, трещин) в ней не учитываются, и по
этому такая модель также носит феноменологи
ческий характер. В связи с этим разработка физи
ческой теории нелинейной упругости трещинова
тых сред представляется актуальной.

В настоящей работе исследуются упругие 
свойства твердых тел, содержащих ансамбль слу
чайно-ориентированных трещин -  узких разрезов 
с ровной поверхностью. Будем считать, что тре
щина, образованная внутри твердого тела, имеет 
круглую форму и занимает площадь, ограничен
ную окружностью в плоскости разреза [10]. 
Предполагается также, что распределение тре
щин в твердом теле однородно, радиус R всех тре
щин одинаков и они друг с другом не взаимодейст
вует. Геометрия задачи изображена на рисунке. 
В однородной, изотропной, безграничной среде 
вдоль оси z действует растягивающее (сжимаю

щее) напряжение = а  ^  0, создающее положи
тельную (отрицательную) деформацию:

< * « ( l + v ) ( l - 2 v )  
Е 1 — v

где Еу V -  модуль Юнга и коэффициент Пуассона 
твердого тела. В поперечных направлениях х  и у 
также будут действовать растягивающие (сжима
ющие) напряжения [1]:

v a гг
1 - V ’

а соответствующие деформации U ^, Uyy будут 
равны нулю. В результате на малый элемент пло
щадки S в твердом теле, нормаль п к  которой ори
ентирована под углом ср к оси z, будут действовать 
нормальное и касательное напряжения [11]:

° пя= o « c o s ^  + o „s in 29  = а
cos 9 ~ vcos29 

1 — V ~
,(3

1 о  (1 -  2v)
° - Ф=  2 (° « _ a « )sin2<p = Т 7 Г =( 1 - v )

вт2ф , (4)

а в среде возникнут соответственно нормальная 
Uпп и касательная (/пф деформации [11]:

Unn= U tlcos2q>+Uxxs i n \  = 
o ( l + v ) ( l - 2 v )  2

------ COS ф ,1 - V
(5)

1
^ лф = 2 ( Uiz ~ Uxx) s in  2 ф  =  

ст ( 1 + v )  ( l - 2 v )
2 (1 -  v) вт2ф .

(6)

Здесь мы рассмотрим поведение трещин под 
действием только нормального напряжения с пп. 
(Для простоты будем полагать, что распределе
ние трещин по углу 0 изотропно.)

Для определения уравнения состояния трещи
новатой среды (зависимости оа(.U^)) найдем де
формацию U'nn твердого тела, содержащего тре
щины, нормаль п к поверхности которых ориенти
рована под углом ф, под действием напряжения ст.
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Очевидно, что деформация U'nn всей среды будет 
определяться суммой деформации Unn твердого 
тела без трещин и деформацией, возникающей 
вследствие раскрытия трещин:

^п(ф) = Ц..(Ф> + АГ(ФЖ(Р), (7)
где К(ф) -  объем трещины, N(iр) -  функция распре
деления трещин по углу ф (N(<p)dip -  количество 
трещин с ориентацией от ф до ф + Ар, находящихся 
в единице объема твердого тела).

Как показано в работе [10], нормальные сме
щения точек поверхности трещины определяют
ся выражением

4 (1 -  V2) л/й2 -  г2
пЕ ПП '

а ее объем равен

R

У(Ф) = 4njlJ(r)rdr  =
1 6 ( 1 - у 2)Л 3<т„л(ф) 

3 кЕ
о

где г -  радиальная координата в плоскости тре
щины.

Подставляя (9) в (7), получаем выражение для 
продольной деформации 1Гпп трещиноватой среды 
вдоль оси п:

o ( l + v ) ( l - 2 v )  2
U~  ~ Е --------------------- COS 1<,+пп

16(1+у)ЛЧУ(ф)о 2
+ ---------- J g ---------- (cos ф - с о $ 2 ф ) .

(Ю)

Из уравнения (8) следует, что трещина будет рас
крываться, если вдоль нормали к  ее поверхности 
действует положительное нормальное напряже
ние (а^, > 0), т.е. при а > 0 все трещины будут рас
крыты. При а  < 0 все трещины закрыты, 
а упругость трещиноватой среды будет совпадать 
с упругостью твердого тела без трещин и опреде
ляться уравнением (1).

Уравнение (10) определяет продольную, вдоль 
оси п, деформацию трещиноватой среды с одина
ковой ориентацией трещин. Каждой такой среде 
поставим в соответствие другую, однородную 
среду, в которой, как и ранее, и „  = Uyy = 0, а связь
между С/Д„(ф) и Ua(ф) будет по-прежнему опреде
ляться уравнением (5)

а  (1 + v )  (1 - 2 v )  2 1 6 ( 1 +v )
Е --------------------- cos ф + ----------- ъЁ----------Х

х (cos2<p- vcos2cp) = U, (tp)cos2ip.
( И )

Вообще говоря, это уравнение несправедливо 
при ф = тс/2. Поэтому для его выполнения потре
буем, чтобы N(n/2) = 0. Интегрируя уравнение
(11) по ф и 0, получаем зависимость o(Uzz) для 
трещиноватой среды при одинаковой ориентации 
трещин (АГ(ф) = N05(ф -  ф0), ф0 Ф тс/2):

£ ( l - v )  Uzz 
( 1 + v )  (1 - 2v) 1 + p ’

„ 16(1 + V ) /? X  2
P  =  3 t c ( 1  - 2 v )  (C ° S ф °  “  v c o s  2 l P o ) - <1 3 )

где Uzz = 7c—1 J*Uzz((f>)dq> -  средняя деформация тре-
о

щиноватой среды вдоль оси z. Из выражения (13) 
видно, что наибольший вклад в нелинейность вно
сят трещины с ориентацией фо = 0.

При непрерывном распределении трещин по 
углу ф и Л^(ф) <  А/(ф)/2тс получаем уравнение, 
аналогичное (12)^ в котором

16(1 + V)!?3"
Р = Зл (1 -  2v)

|д ^ ( ф )  ( с о б 2ф  -  vcos 2 ф )  dq>.
о

(14)

При изотропной ориентации трещин по углу ф 
(N(ф) = N0) из (14) имеем

Р =
8 (1 + v) R N0 

3 ( 1 -  2v)
(15)

Уравнения (1) и (12) определяют упругость 
среды с трещинами при сжатии и растяжении со
ответственно. Для получения уравнения состоя-
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ния трещиноватой среды их удобно объединить в
одно:

E ( l - v ) U a  1 + В
( 1 + v )  (1 -  2v) 1 + 2Р

где sign =
1,
О,

и гг > О,
Uzz < 0.

Из этого уравнения следует, что наличие тре
щин уменьшает упругость твердого тела при рас
тяжении и приводит к его разномодульной упру
гости, которая характеризуется параметром

и определяется радиусом трещин, их концентра
цией и коэффициентом Пуассона.

Отметим, что твердое тело без трещин облада
ет квадратичной нелинейностью, описываемой 
иятиконстантной теорией, поэтому в зависимости 
от величины деформации в трещиноватой среде 
будет преобладать тот или иной вид нелинейности.
В частности, при малых деформациях Uzz <  уГ*1 
(Г -парам етр квадратичной нелинейности твер
дого тела без трещин) основной вклад в упругую 
нелинейность будут вносить трещины.

Оценки показывают, что для твердого тела с 
поперечным по отношению к напряжению распо
ложением трещин при Г = 5, v = 0.3, R = 10"3 см, 
/V0 = 104 см-3 разномодульная нелинейность будет
преобладающей в диапазоне Uzz <  10"5, характер
ном для сейсмоакустических волн.

Автор благодарит Л. А. Островского, В.Ю. Зай
цева, А.М. Сутина за интерес к работе и полез
ные дискуссии.
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