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Рассматривается рассеяние поля параметрической антенны на сфере, расположенной в области не­
линейного взаимодействия. Точка наблюдения находится вне области нелинейного взаимодействия. 
Получено аналитическое выражение для давления вторичного поля на разностной частоте, об­
условленного нелинейным взаимодействием падающих и рассеянных волн. Проведен анализ состав­
ляющих общего давления вторичного поля, которые характеризуют взаимодействие между падаю­
щими плоскими волнами и рассеянными сферическими. Приведены также численные результаты и 
экспериментальные данные.

Рассеяние звука сферой в отсутствие нелиней­
ного взаимодействия первичных волн накачки хо­
рошо изучено [1,2], но представляет интерес слу­
чай, когда сфера находится в области нелинейно­
го взаимодействия параметрической антенны. 
В данной работе рассматриваются волновые про­
цессы, связанные с рассеянием поля параметри­
ческой антенны на сфере, расположенной в обла­
сти нелинейного взаимодействия волн накачки. 
Геометрия задачи представлена на рис. 1. Следует 
отметить, что для соблюдения условия плоско­
волнового падения звуковой волны размеры па­
раметрической антенны должны на порядок пре­
вышать радиус сферического рассеивателя. При 
этом в пространстве существуют две составляю­
щие первичных полей каждой из частот накачки: 
падающей плоской волны с потенциалом 41 ni и 
рассеянной сферической Тогда функция по­

тенциала скорости суммарного первичного поля 
будет иметь вид:

о « Р  [ < ( « „ '-  ( М ) ) ]  +
оо

+ Ч ^ехрО йу) £  A {*)h lZ \ k nr)Pm (CO S0) =
т = 0

= Ч^ехрО-оу)! X  (21+ *)1 ~‘jt(knr)Pj(cos 0) + ( 1)
1 = 0

оо

+ ' £ A (; )h Z \k nr)Pm( cos0)
т =  0

где п = 1,2 соответственно для частот накачки C0j 
и g>2, ji(Kr) -  сферическая функция Бесселя /-го

Рис. 1. Геометрия задачи.
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(2)порядка, hm (к„г) -  сферическая функция Ханке-
ля второго рода т-го порядка, А -  коэффици­
ент, определяемый из граничных условий для 
жесткой сферы:

A ln) = -(2m  + 1 )i-"Djm{kna)IDh™{kj>),

D означает дифференцирование по аргументу, 
Pm(cos0) -  полином Лежандра, Ч,я0 -  амплитуда 
потенциала скорости, а -  радиус сферы, к„ -  вол­
новое число.

Для решения задачи о нелинейном взаимодей­
ствии первичных волн (падающих и рассеянных) 
в выражении (1) выделим комплексно-сопряжен­
ные части [3]:

£  (2 / + l)j,(knr)P^cosQ) х
1 = 0

х  e x p  |  / 1 с о я /  -  у  | |  +

+ X  A f ( -O D :n)Pm(cos0)exp ( |  ( со̂ - фГ ) )
m = О

+  К . С,

<п)где D'm" = ( fm(k„r) + <(*„/•))1/2 -  модуль, а ф*п) = 
=  -  arctg(ym(A:nr) /nm(k„r)) -  фаза сферической функ­
ции Ханкеля второго рода h (2)(к /) , пт{к„г) -  сфе- 
рическая функция Неймана порядка т.

Общее первичное поле акустического давле­
ния состоит из полей с двумя разными частотами 
накачки (Ог и ©2:

р ( , ) = р ™ + =

= { '“ iPo^io ILi = o
S ^ e x p

In
i I (Djf— —

+ X  ^ е х р О Ч с о .г -ф ^ 1’))
m *= 0

+  K. C. }  +

I
/ = 0

Si(f e x p ( i | to 2f -

+ X ^ e x p ( / ( c o 2, - 9 : 2)))
m a o

+ K. c.} ,

где B\? = (2/ + Ш к пг)РicosQ), B™ = A (mn\ - i )  x

x £>1п,Рт(cos0), p0 -  п л о т н о с т ь  невозмущенной 
среды.

Нелинейное взаимодействие падающих и рас­
сеянных волн происходит в сферическом слое, 
ограниченном сферами с радиусами а и d2  (рис. 1),

d2  = l3  — d t — 2а,
где I, -  масштаб области взаимодействия исход­
ных волн накачки, dx -  расстояние от поверхности 
параметрической антенны до центра координат. 
Считаем, что исходные волны за областью нели­
нейного взаимодействия практически полностью 
затухают.

Уравнение, которому удовлетворяет вторич­
ное поле, имеет вид:

1 Д2 Р (2)
д

С20  Эг2
=  -Q

е  Э 2 Р ( 1 ) 2

СоРо
(2)

где Q -  объемная плотность источников вторич­
ных волн всех частотных составляющих вторич­
ного поля, С0 -  скорость звука в среде распростра­
нения, е  -  параметр квадратичной нелинейности.

Для двухчастотного первичного поля накачки 
правая часть выражения (2) содержит четыре 
составляющих на частотах 2©,, 2©2, ©2 + ©lf 
©2 -  ©! = ft.

Выражения (2) и (3) определяют функции Q для 
этих спектральных составляющих и позволяют 
определить вторичные поля для вторых гармоник, 
суммарной и разностной частот в процессе рассея­
ния на сфере при нелинейном взаимодействии 
[4,5]. Практическое применение параметричес­
ких антенн обуславливает необходимость рассмо­
трения в первую очередь низкочастотной компо­
ненты вторичного поля — волны разностной час­
тоты (ВРЧ).

Для разностной компоненты объемная плот­
ность источников вторичных волн будет иметь 
следующий вид:

<2о =  -
4 e o ) 1 c o 2 p 0 ' F 1 0 4 ' 2 0 Q 2  Г

d
£ B 1<;1)fi,(2)Gos£2r +
1 =  0

In
+ Е Ю 2 с о .  +

/ = 0m = /

+
т  = 0/ = т  ^  у

( 3)

+ £ 0 £ , сов(Ш + ф ? > -ф ® )
т  = 0

Решение неоднородного волнового уравнения (2) 
с правой частью (3) удобно искать в комплексной 
форме

р <2) _  1 (2) л о г - Л » + .9
“а -  2 “ о * + к. с,

где К  -  волновое число разностной волны.

(4)
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С помощью выражения (4) неоднородное вол­
новое уравнение (2) приводится к  неоднородному 
уравнению Гельмгольца

Дp g + A ^ g  =  -Ч п (г, е, Ф), (5)

где

<7п =
4eco1co2p0'F 104/20Q

С4С0 X/ = О
Вн1)8 н ) +

+ I X  « К г * - 1 -  X  х * М ? л " +
I = От =  I т  =  0 /  =  т

—(2) -

m  = О

Решение уравнения (5) записывается в виде ин­
теграла по объему от произведения функции Гри­
на на плотность источников вторичных волн [6,7]:

Р а \г )  =

(6)
'dQ'dr',

V

где G (r -  г1) = ехр(-Ж г,)/г, -  функция Грина, г -  рас­
стояние до точки наблюдения Af(r, 0, ф), г, -  рассто­
яние между текущей точкой объема М \г\  0’, ф’) и 
точкой наблюдения М(г, 0, ф), г\ 0’, ф' -  координа­
ты источников.

В такой же постановке задачи после определе­
ния функции q для каждой спектральной компо­
ненты вторичного поля выражение (6) также
определяет поля вторых гармоник 2(г) и сум-

марной частоты Р [ ^ +<0|)(г).

При определении низкочастотной компонен­
ты вторичного поля в дальней зоне, где г’ г, ис­
пользуется асимптотическое выражение функ­
ции Грина в виде:

G(r -  г’) = ехр(-/А>,)/г, ~

^J<?o(r',e',(p')G(r-r')r'2sine'rfcp

* е х р [ -Щ г -  r'sin9sin0'cos({p -  ф') -

-r'COS0COS0')]/r.

Для высокочастотных компонент 2со1-2 и (а>2 + 
+ со,) необходимо представление функции Грина 
для сферы в классическом виде [8].

Интегрирование в выражении (6) ведется по 
объему V, занимаемому источниками вторичных 
волн, который ограничен соотношениями: а< г' < 
^  d  = d2  — а, 0 < 0' < я , -тс < ф' < к  и представляет 
собой сферический слой среды толщиной d  с вну­
тренним радиусом а (радиус сферы) и внешним d 2  

(рис. 1).

После интегрирования по угловым координа­
там выражение (6) принимает вид:

P a ir )  = С [Р%  + J»g + P g  -  P g )  =
d

a

= Cj £  (21 + 1) VX*,r ' ) j cos 0) +
/ = 0

+ ^ ( 2 l + l ) j l(klr')p l(cosQ)x
l  = От  =  l

x A g ( - O D g p J c o s 0 ) f  ̂  +

A iV O D i,,P l.(cOs 0 ) ( 2 / + l ) x
m  = 01  =  m

x M k 2 r')P,(cos©)/9” -

(7)

я Y*« '
/п = 0

x  sin K3  r' sin К^г'dr',

где С = C, /sin20, С, = 1 2 ^ ш 1(02РохР1о'1/2оП2Д 2(^г, 
X3 = Xcos0, AT4 = ATsin0.

При этом первое слагаемое Рg  соответствует
той части общего вторичного поля ВРЧ, которая 
формируется в сферическом слое области нели­
нейного взаимодействия (ОНВ) падающими пло­
скими волнами накачки со, и ©2, второе слагаемое
Pq2  описывает взаимодействие падающей плос­
кой волны частоты со, и рассеянной сферической

частоты СО2 в этой области, третье - P n3 соответ­
ствует взаимодействию падающей плоской вол­
ны частоты о>2 с рассеянной сферической волной
частоты со,, а четвертое слагаемое -  взаимо­
действию рассеянных сферических волн с часто­
тами со, и о>2 в сферическом слое среды.

Таким образом результирующее вторичное 
низкочастотное поле ВРЧ (выражение (7)) анали­
тически представляет собой совокупность всех 
составляющих поля в общем случае с разными 
амплитудными и фазовыми соотношениями и уг­
ловыми зависимостями.

Учитывая, что длины волн накачки парамет­
рической антенны находятся в коротковолновой 
области, задача рассеяния рассматривается в 
высокочастотном пределе.

Анализ выражения (7) начнем с составляющей
п (2)г ш , которая характеризует нелинейное взаимо-
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. ( 2)
П1 const

(б)

(2)Рис. 2. Диаграмма рассеяния по давлению для составляющего вторичного поля Pq , : a - / j = 1 МГц;/2 = 1.05 МГц; 
а = 0.1 м; d = 0.01 м. б - f \  = 1 МГц;/2 = 1.05 МГц; а = 0.1 м; d - I  м.

действие падающих плоских волн в сферическом 
слое среды ОНВ и имеет следующий вид:

d оо

P% (r) = c J X  (2 /+  1)^ г ’Ш кгП  X
а1 =  0 ( 8)

х Pt (cos 0) sin Къ г' sin Кл г'd r '.
Принимая во внимание разложение плоской 

волны по полиномам Лежандра [9, 10], после не­
обходимых тригонометрических преобразований 
выражение (8) приводится к следующему виду:

г Щ  = § Jex p (-/ (A:, + k2) cos 0r') x
a

x cos (ЛГ4 -  K 3 )r'dr' - (9)

-  Jex p (-i (A:, + k2) cos0r')cos(AT4 + K 3 )r’dr'
a

После интегрирования выражения (9) получаем:

P (2)/V\ _ ^  Г р (2) I р (2) _ р (2) _ р (2)1 / 1Г)\
г п \ \г) ~ 2 *-г ° 1, + Гп12 Гшз * \ [{J)

где P qu = -[ехр(-ю„<*) -  exp(r-isnd)]/2 sni, sn =

= № + £2)cos0 -  K{sin0 + cos0). Слагаемые P ^ 12,

P ^ 3, Pn~i4 аналогичны Р^ п , только в них заме­
нено соответственно на 5I2, s13, которые име­
ют следующий вид:

s l2  = (*1 + k2 )co$Q + K(sin0 -  cos0),
sx 3 = (Л, + fc2)cos0 -  AT(sin0 -  cos0),
su  = (k j + k2) cos0 + K(sin0 + cos0).

Как видно из выражения (10), диаграмма на­
правленности вторичного звукового поля, гене­
рируемого нелинейно взаимодействующими в 
протяженном сферическом слое толщиной d  па­
дающими плоскими волнами, в основном опреде­
ляется выражением l/s in 20, а экспоненциальные 
составляющие оказывают меньшее влияние на 
амплитуду рассеяния.

Поведением функции l/sin20 определяется, 
согласно расчету, вид диаграммы направленности 
этой составляющей поля ВРЧ (рис. 2). Вблизи 
значений углов 0 = 0, тс/2  и п  диаграмма имеет 
максимумы. В предельном случае, когда радиус 
сферы равен нулю (а = 0), и при соответствующей 
трансформации ОНВ из протяженного слоя в 
сферический объем с радиусом d  = (d2  -  а) = d2  

выражение ( 10) приобретает следующий вид:

^ m J a  = o =  - [ e x P  ( - « 1  n d ) ~

~  exp(-/5lna)] / 2 s lni le = 0 =
d , . sin(Sind / 2)

= S u d / 2

( 11)

Выражение (11) представляет собой характерис­
тику направленности сферической антенны с не­
прерывным распределением элементов по ее по­
верхности [1 1 ], с радиусом d  и с некоторым амп­
литудным коэффициентом. Полученный вывод 
еще раз подтверждает правильность проведен­
ных теоретических расчетов.

Аналогичные преобразования для составляю­
щих поля ВРЧ, соответствующих нелинейному 
взаимодействию между плоскими падающими и
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, ( 2)

Q2 const ► (2) 
Q2 const

а  =  0.1 м ; d  =  0 .01  м . б  —/ ,  -  1 М Г ц ; / 2 =  1.05 М Г ц ; а  =  0.1 м ; d  =  1 м.

рассеянными сферическими волнами с частотами 
со, 2 и СО2, 1, позволяют получить выражение:

d -
P n U r )  = cj ( 2 /+ l) ; '( / :1,2r ') x

a L / = 0  m = /

x P ,(cos 0) x A ?  l\ - i ) D f 11 P m(cos В ) Г ~  11
n (12)

X

x sin K 3 r'sin K4 r'dr',

где второй составляющей (г) соответствует 
первый индекс в членах под интегралом, а треть-
ей Р& 1  ( г )  -  второй.

После интегрирования выражение (12) прини­
мает следующий вид:

р £ ( г )  = -С ,
3 кА ( 2 )

0
£,8412072 -  2cos0 _

Р (2) +

(13)
р(2) р (2) р  (2)

^  * £222 '  £223 * 0 2 4

( 2 )где р тп = E i ( - / ^ )  -  E i ( - / ^ ) ,  л = 1, 2, 3,4,

«*21 = (fc2c°s6 -  -  К* + * 3),
«*22 = (^cos0  -  £, + АГ4 -  АГ3),
•*23 -  №2c o s6  - k x - K 4 -  АГ3) ,

«*24 = (k2COSQ -  £, + Кл + АГ3).

Для третьей составляющей Р^23 (г) выражение
имеет вид, аналогичный выражению (12). Диа­
грамма направленности по вторичному низкочас­
тотному полю ВРЧ параметрической антенны
(ПА) для составляющих РД2 . Р а з, при ОНВ в ви-

де сферического протяженного слоя, представле­
на на рис. 3.

Видно, что сохраняя аналогичный характер 
предыдущей (рис. 2) угловой зависимости рассе­
янного сигнала, соотношения боковых 0 = ±тс/2, 
обратных 0 = 0 и прямых 0 = к  составляющих по­
ля другие. Величина бокового поля уменьшается 
по сравнению с его величинами по осям при углах 
0 = 0 и 0 = к. При этом анализ в динамике (рис. За 
и 36) показывает увеличение составляющей рас­
сеяния в направлении излучения при увеличении 
толщины сферического слоя. В целом эта состав­
ляющая низкочастотного поля ВРЧ значительно 
меньше других.

Для последней, четвертой составляющей вто­
ричного поля, соответствующей нелинейному 
взаимодействию двух рассеянных сферических 
волн частот со, и о>2, имеем:

d
Pal (r) ~ ~С- CJ X

а
A ? D lml)P J  cos0)x

= 0

sin K3 r' sin KAr' dr' =

Зл;С1Ло1,Ао2)
£,£2sin20 ( 2 -  2cos0) [P

( 2)
£241 +

. p (2) _ pW  __ pW  I 
^  *£242 '£ 2 4 3  * £244 J *

где = [ - lH u’d) I d -  is ^ E K - is M  ~  [ -  )/a  -
-  w4nEi(-/s4„o)], n = 1,2, 3,4,

s4! = (Къ - K , - K ) ,
sn  = (K4  - K 3 -  K),

S43 = №  ~ * 4 - K),
S44 = (^4 + к ъ -  К).
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,(2>
Q4 const , ( 2 )

ш const

Рис. 4. Диаграмма рассеяния по давлению для составляющего вторичного поля : а -  f x = 1 МГц;/2 = 1.05 МГц; 
а = 0.1 м; d  = 0.01 м. б - f \  = 1 МГц; / 2 = 1.05 МГц; а  = 0.1 м; d  = 1 м.

Рис. 5. Диаграмма рассеяния для стальной и алюмини­
евой сфер: 1 -  алюминиевая, f x = 2.45 МГц; / 2 = 
= 2^ МГц, а = 0.03 м, d  = 0.2 м; 2 -  стальная, f x = 
= 2.5 МГц, / 2 = 2.55 МГц, а = 0.03 м, d  = 0.2 м.

Численные расчеты угловой зависимости этой 
составляющей вторичного низкочастотного поля 
ВРЧ представлены на рис. 4. Четко видно, что об­
ратное рассеяние 0 = 0 велико и оно преобладает 
над составляющими в других направлениях, при­
чем увеличение протяженности ОНВ (т.е. толщи­
ны сферического слоя) увеличивает направлен­
ность рассеянного поля, что характерно для пара­
метрических антенн.

Особенности диаграмм направленности при уг­
лах 0 = 0, ± л /2, к  обусловлены тем, что в протя­
женном сферическом объеме нелинейно взаимо­
действуют два поля точечных источников, имею­
щих различные волновые (фазовые) поверхности: 
плоские и сферические. При этом форма фронта 
волны первичных полей накачки не совпадает с 
характерными поверхностями ОНВ, являющими­
ся в данной задаче сферическими, а сама ОНВ ре­
ализуется как протяженный сферический слой 
толщиной d  вокруг сферы как рассеивателя.

Сферическая поверхность, ограничивающая 
ОНВ, обуславливает особую структуру фазового 
распределения (помимо амплитудного) для вто­
ричных источников в этом объеме. Совокупное 
результирующее поле ВРЧ при такой форме 
ОНВ и фазовых распределениях будет иметь 
максимумы в направлениях 0 = 0, ± п /2, п  как на­
правлениях минимальных фазовых различий не­
линейно взаимодействующих первичных полей 
различных частот (йх и и соответствующих им 
угловых составляющих формируемого при этом 
дифракционного поля. Особенности диаграммы 
направленности при 0 = ± п / 2  имеют место для тех 
составляющих поля ВРЧ, в которых присутству­
ют первичные плоские волны. Для сферических 
рассеянных волн в таком объеме ОНВ преобла­
дающим становится обратное рассеяние.

Таким образом, результирующее низкочастот­
ное поле рассеяния по волне разностной частоты 
состоит из вышеприведенных четырех составляю­
щих с определенными амплитудными и фазовыми 
соотношениями согласно выражению (7), причем 
рассеяние поля в обратном направлении (0 = 0) 
максимально, а относительная величина максиму­
мов при 0 = ±7с/2, к по сравнению с обратным рас­
сеянием может существенно меняться.

На рис. 5 приведены некоторые эксперимен­
тальные результаты измерения вторичного низко­
частотного поля ВРЧ при рассеянии на сфере пло­
ских волн накачки в диапазоне углов —я/2  < 0 < я /2  
(относительно 0 = 0). Для стальной сферы (кри­
вая / )  как наиболее акустически жесткой сущест­
вует обратное рассеянное поле и достаточной ве­
личины по сравнению с ним боковое. Для сферы 
из алюминия при тех же условиях боковое поле 
рассеяния по сравнению с обратным уменьшается 
(кривая 2). Таким образом, экспериментально по­
лученная угловая зависимость поля ВРЧ парамет­
рической антенны описывает основные особенно­
сти, следующие из теоретического рассмотрения
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Рис. 6. Сопоставление теоретических и эксперимен­
тальных данных: кривая 1  -  экспериментальное Р ^  ;
кривая 2 -  давление ; кривая 3 -  давление Р$ ;
кривая 4 -  теоретическое Р^2) « Р ^  + PqJ ; f\ = 
= 2.45 МГц;/2 = 2.5 МГц; а = 0.03 м; d = 0.2 м.

(наличие обратного рассеянного поля при 0 = 0 и 
его составляющих при 0 = ± п /2), а также общий 
характер угловой зависимости результирующего 
низкочастотного вторичного поля рассеяния.

На рис. 6 сопоставлены результаты теорети­
ческих и экспериментальных данных (кривая /  
диаграммы рассеяния для алюминиевой сферы).
Кривая 2 характеризует составляющую Р ^ у а 

кривая 3 -  составляющую P q2> . Учитывая, что со­

ставляющие P q 2 ) и  P q 2) очень малы по сравнению

с Рд2) и P q4 , кривая 4 показывает суммарное аку­
стическое давление вторичного поля на частоте П.

Достаточно хорошее совпадение теоретичес­
ких выводов и экспериментальных результатов 
позволяет говорить о пригодности данной модели 
для рассмотрения и анализа волновых процессов, 
происходящих при рассеянии на сфере нелиней- 
но-взаимодействующих акустических волн.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го фонда фундаментальных исследований.
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Scattering of Interacting Plane Waves by a Sphere
I. B. A bbasov an d  N. P. Z agrai

Scattering of the field of a parametric antenna by a sphere is considered in a region of nonlinear interaction. The obser­
vation point is assumed to be beyond the region of nonlinear interaction. An analytical expression is obtained for the 
pressure of a secondary field at the difference frequency, which arises in relation to interaction between incident and 
scattered waves. An analysis is given for all secondary field components that characterize the interaction between inci­
dent plane waves and scattered spherical waves. Numerical results and measured data are also given.
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