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Для задачи оптимального управления, к которой приводят различные постановки задач синтеза 
акустических сред, показано отсутствие скользящих режимов.

Рассмотрим нормальное падение немонохро
матической акустической волны на неоднород
ный слой толщины /, заключенный между двумя 
непоглощающими однородными и изотропными 
полупространствами с плотностями рн, рв и ско
ростями распространения звука в них, равными 
соответственно сн и св. Ось z направлена внутрь 
слоя перпендикулярно к нему. Начало координат 
совпадает с наружной поверхностью слоя. Слой 
будем считать непоглощающим. Распростране
ние плоской акустической волны в неоднородном 
слое может быть описано следующей краевой 
задачей:

Дг) = p(z)g(z),
?(z) = —сo2p (z )/(z ) , 0 < z < /, 
Д0) =  //:н( 0 ) ) ( 2 - / ( 0 ) ) / р н,

g{t) = /К.(со)/(0/р..

( 1)

Здесь со -  частота, / -  мнимая единица, Дг) -  ком
плексная амплитуда акустической волны, р(г) -  
функция, описывающая распределение плотнос
ти внутри неоднородного слоя, \i(z) = 1 /рф с2̂ ), 
c(z) -  распределение скорости акустической вол
ны в слое, АГн(со) = со/сн, АТв(со) = со/св. Краевая 
задача может быть получена из уравнений акус
тики с использованием метода разделения пере
менных [1]. Граничные условия отражают факт 
равенства единице амплитуды падающей волны и 
отсутствия отраженной волны в последнем полу
пространстве. Физические параметры неодно
родного слоя будем считать связанными между 
собой некоторой функциональной зависимостью 
с = с(р). Здесь с(р) -  непрерывная функция, позво
ляющая однозначно восстановить скорость звука 
в материале по его плотности. Пусть допустимый 
набор плотностей материалов есть некоторый 
сегмент Л = {р; pmin < р < pmax}. Для каждого z е  
е  [0, /] выполнено включение

Задача синтеза заключается в таком выборе рас
пределения плотности p(z) по толщине неодю 
родного слоя, при котором достигает наименьше
го значения функционал

со

= J  t(co)mod2C/‘(/, co))rfco ( 3)

P(z) е  А. (2)

на решениях системы (1). Здесь со,^ -  ни
жняя и верхняя границы фильтруемого диапазо1 
частот, т(о)) -  весовая функция (-1  < т(со) < Г 
В постановку задачи синтеза (1) - (3) укладывш 
ся: задачи синтеза акустических систем с наибол: 
шим отражением в заданной области спектр! 
задачи синтеза с наибольшим “просветлением” в1 
заданной области спектра, задачи синтеза с наи-j 
большим “просветлением” в одной области спек
тра и наибольшим отражением в другой. Зада’ 
оптимального управления с параметром рассмач 
ривались, например, в [2, 3]. Формулировка прин-- 
ципа максимума для них не вызывает затрудни

В случае, когда физические свойства нео; 
родной среды характеризуются одним парам» 
ром (например, только плотностью или скоро! 
звука), либо независимы друг от друга [4] - [6], то 
в соответствующей задаче оптимального ynpi 
ления множество скоростей системы выпукл» 
Поэтому оптимальное управление находится сре
ди решений уравнения принципа максимума, т.е. 
скользящие режимы отсутствуют. Для рассмач 
риваемой же задачи оптимального ynpaanei 
(1) - (3) множество скоростей системы (1) являет--  
ся невыпуклым множеством, благодаря чему оп
тимальное управление может не существовать в 
классе измеримых функций, т.е. возможно появ-J 
ление скользящих режимов. Выпишем для зада’ 
оптимального управления (1) - (3) необходш
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условия оптимальности. Сопряженная краевая 
задача будет иметь вид:

\y(z) =  co2p(z)p(z), 
p(z) =  -p(z)V(z), 0 < z < / ,
\|/(0) -  iKH(a})p(0)/p H = 0,

vk(/) +  iKB((*)p([)/pe =  -2т(а>Ж 0.
Функция Гамильтона запишется в виде:

Н  = ц(р)А(г) + рВ(г) , 0 йг< 1. (5)
В этих обозначениях

A(z) =  J  a(z, co)</to, B(z) = J  p(z,

а(г, to) = - - 77-rRe\j/(z, со)/(г, со), (6)
№

1Р(г, со) =  ^  R e/(z, со) \|/(z, со), 0 < г < /.

Принцип максимума в теории оптимальных 
процессов дает необходимые условия, которым 
удовлетворяют оптимальные управления и тра
ектории. Однако эти условия могут быть исполь
зованы для поиска оптимального управления, а 
также для качественного исследования его струк
туры только в том случае, если оно существует в 
классе допустимых. Наиболее общие теоремы су
ществования доказываются, как правило, для 
класса измеримых управлений. Введем класс Е, 
элементами которого являются ограниченные 
измеримые функции, которые для почти всех z е  
е [0, /], удовлетворяют включению (2). В случае, 
когда оптимальное управление в классе Е сущест
вует, необходимые условия оптимальности могут 
быть сформулированы следующим образом. 
Пусть р*(z) -  оптимальное управление, причем 
р*( ) е  Е; /* (г), V*(z) -  соответствующие ему ре
шения исходной (1) и сопряженной (4) систем. 
Тогда на оптимальном управлении почти всюду 
на отрезке [0, /] выполнено условие

H (f* (z ) , f \z ) ,  V (z), V (z);p*(z)) =
.*

= sup H (f* (z), f  (z), V*(Z), у  (z);p), 0 < z < /.
pG A

(7)

Для задачи (1) - (3) рассмотрим вопрос о суще
ствовании оптимального управления в классе из
меримых функций Е. Для случая гармонического 
воздействия вопрос о существовании оптимально
го управления исследовался в работах [7,8]. На ос
нове перехода к  так называемым микрослоистым 
средам в этих работах было показано существова
ние оптимального управления в классе измеримых 
функций. Вопрос о существовании оптимального 
управления для случая негармонического воздей
ствия имеет ряд принципиальных сложностей по 
сравнению со случаем гармонического воздейст

вия. Поэтому решение этого вопроса для случая 
негармонического воздействия не следует непо
средственно из результатов отмеченных работ. 
В настоящей работе для исследования вопроса су
ществования оптимального управления в задаче 
синтеза (1) - (3) с невыпуклым множеством скоро
стей используется подход, связанный с переходом 
к  так называемой “ослабленной” системе, в кото
рой множество скоростей уже выпукло [9]. Крае
вую задачу (1) запишем в вещественной форме:

c(z) = p(z)d(z),

d(z) = -со2р  [p(z)l c(z), 0 <z<l,  
d(0) = ATH(0))(A + B c (0 ))/p H, U

d{t) = KB(a)Ec(l)/рв.

В этих обозначениях c(z) = (Re/fc), Irnftz)), d(z) = 
= (Reg(z), Img(z)).

0 - 1  
1 O '

Для краевой задачи (8) сопряженная система 
запишется в форме

\j/(z) = G>2p[p(z)]p(z),
p{z) = -p(z)V(z), 0 < z< l, 
V(0) + Ки((й)Вр(0)/рн = 0,

V(0 + KB((D)Ep([)/pB = -2т(со) c(l).

Функция Гамильтона для краевой задачи (8) 
примет вид

Я(с(г), d(z), v(z), p(z); р) = pF(z) + p(p)G(z). (10) 
Здесь

F(z) = J  <y, d)d(0 , G(z) = -  J  w2<p,c>Jco,(ll)
“mb

(\y, d>, (p, c) -  скалярные произведения. В общем 
случае для системы (8) множество правых частей 
невыпукло. Перейдем от системы (8) к  системе с 
выпуклым множеством скоростей:

4

с(г) = <*(z)^a.(z)p,(z),
i  =  0 

4

d{z) = -о)2с(г) Y j а,(г)ц [ р,(г)], 0 < z < /,
1 =  0

Р,(г) е Л, (12)
rf(0) = ATH((0)(A + fiC( 0 ) ) /p H, 

d([) = Кв((й)Ес([)/рв,
4

a .(z )> 0 , Y  а ,(г) =  1 •
i = 0
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Для “ослабленной” краевой задачи (12) сопря
женная система запишется в форме:

¥ (г) =  0 )2p (z )^ a .(z H i [p ((z ) ] ,
* = 0 

4

Р(г) = - ¥ ( г ) £ а ;(г)р,(г), 0<z</ ,  (13)
i = 0

¥(0) + Кн((й)Вр(0)/ри = 0,
¥(/) + К(со)Ер(/)/ра = -2х((М)с(1).

Функция Гамильтона для “ослабленной” задачи 
запишется в виде:

Н{с, d, у , р, a, V) = F(z)^a.(z)p,(z)
i = 0 (14)

G( z ) 2 a № [p <(z)J-
i =  0

Роль управления для системы дифференциаль
ных уравнений (12) играет для каждого z е [0, /] 
вектор

(a, V) = (Оо, а , , .... а4; р0, р , , .... р4) е  55 х Л5,

где точка a  = (Oq, а х, . . . ,  a 4) принадлежит пятимер
ному симплексу S5 = {a  = (cXq, cXj, . . . ,  oQ: U - л  -
= 1, a, > 0, / = 0 ,4 } , а точка V = (р0, р,, р4)
принадлежит пятой топологической степени Л5 
множества Л. Таким образом, управлением для 
краевой задачи (12) является всякая измеримая 
функция со значениями в S5 х Л5. Очевидно, что 
множество скоростей системы (12) является 
выпуклым множеством. Поэтому для данной сис
темы минимальное значение функционала каче
ства достигается на измеримом управлении. Сле
довательно, для системы (12) оптимальное управ
ление существует и находится среди решений, 
удовлетворяющих принципу максимума

Н(с* (z), d* (z), у* (z), р* (z), a* (z), V* (z)) = 

= sup H(c* (z), d* (z), ¥* (z), p* (z), a, V).
(O.V) € 5s хЛ 5

(15)

Из условия (15) с учетом того, что управления 
р* (z) независимы, а a*(z) > 0, заключаем, что все

управления р* (г) (г = 0,4 )  удовлетворяют одному 
и тому же уравнению

Я(с* (z), d* (z), ¥* (z), p* (z); p* (z)) = 

supЩс*(z),d *(z),¥ * (z),P *(z);p), 0 < z < l .
p e Л

(16)

Возможны два случая:

1) Уравнение (16) имеет единственное решение 
р*(г). В этом случае функции c*(z), d*(z) являются 
решением краевой задачи (8), которое соответст
вует измеримому управлению р*(г). Поэтому для 
данного случая оптимальное решение существует 
в классе измеримых управлений.

2) На некотором отрезке 0 с  [0, /] ненулевой 
меры (mes0 *  0) уравнение (16) имеет неединст
венное решение. В этом случае оптимальное ре
шение отсутствует в классе измеримых функций 
и реализуется на скользящем режиме.

Таким образом, для доказательства существо
вания оптимального управления в классе измери
мых функций достаточно показать, что уравне
ние (16) для почти всех z e  [0, /] имеет единствен
ное решение, т.е. реализуется только первая из 
описанных выше ситуаций. Из результатов рабо
ты [9] следует, что оптимальные скользящие ре
жимы исходной задачи (1) - (3) находятся среди 
особых решений уравнения принципа максимума 
“ослабленной” задачи. Поэтому для доказатель
ства отсутствия для исходной задачи оптимально
го управления (1) - (3) скользящих режимов до
статочно показать, что для “ослабленной” задачи 
оптимального управления с системой (12) необхо
димые условия оптимальности (15) являются не
вырожденными, т.е. оптимальное управление из
условия максимума функции Н (15) определяется 
однозначно для почти всех z е  [0, /]. Однако, по
скольку решения исходной и сопряженной сис
тем (12), (13) на управлении, удовлетворяющем 
принципу максимума (15), нам не известны, то 
мы будем решать несколько более общую зада
чу. Покажем, что при любых решениях исходной 
и сопряженной систем “ослабленной” задачи, со
ответствующих измеримым управлениям, управ
ление из условия максимума (16) для почти всех 
z е  [0, /] находится единственным образом.

Введем новые управляющие функции

o(z) =  X a ,(z)p,(z), t(z) =  ]Г а ,.(г )М р ;(г)].
1 = 0 i  = 0

Тогда “ослабленная” краевая задача (12) в ком
плексной форме запишется следующим образом:

/(z) = c(z)g(z), g(z) = -M2T(z)/(z) , О < z < l,
g(0) = iKH(<o) (2 -  / ( 0 ) ) /р н, (17)

S(0  =  »*H(c*»/(/)/pB.
Краевая задача (17) полностью идентична кра

евой задаче (1). Так как множество Л выпукло и 
p,(z) е  Л, то и a(z) е  Л, T(z) е  confp(A), где р(Л) =
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= (р(р), р е  А}. Для краевой задачи (17) сопря
женная система запишется в форме

vj/(z) =  co2t(z)p(z), p(z) = -a(z)y(z), 0 < z < / ,  
V(0) - /АГн(со)р(0)/рн = О, (18)

V(0 + /*,«о)р(0/ р .  =  -2т(со)Д0-

Обозначим

Ц г) = J  Re [xj/(z, со)/(z , со) ] d a ,
СОmb (19)

M(z) = ^  J  Re [/(z , со) \j/(z, со)] d(0 , 0 < z < /,
CO .

Я (/(г ) , / ( z ) , V(z), \j/(z);p) = p(p)L(z) + pAf(z),
0 < z < / .

(20)

Необходимо показать, что управление p*(z) из 
условия максимума функции Н  (20) определяется 
однозначно при почти всех z е  [0,1] для произ
вольных непрерывных функций L(z) и M(z) (19), 
определяемых функциями Дг) (17) и \|/(г) (18), со
ответствующими всевозможным измеримым 
управлениям o(z) и т(z), таким, что a(z) е  Л, а 
t (z )  € confp(A). Предположим противное. Пусть 
на некотором отрезке 0 (= [0, /] ненулевой меры 
(mes0 Ф 0) управление из условия максимума 
функции Н  (20) определяется неоднозначно. 
Тогда возможны две ситуации.

1) На множестве 0 функции L(z) и M(z) тожде
ственно в нуль не обращаются, однако найдутся 
измеримые функции p,(z) и р2(z), такие, что pt(z) Ф 
Ф Pi(z) для всех z е  0, но для всех z е  0 выполнено 
условие

И [p,(z)l Цг) + p,(z)M(z) = p [p 2(z)] Цг) + 
+ P2(z)M(z) = sup {ii [p] Цг) + pM(z)}.

p e Л

(21)

2) Для всех г g  0: Ц г) = M(z) = 0.
Несложный анализ, в значительной мере ис

пользующий структуру функции Я  (20), показыва
ет, что выполнение условия (21) возможно только 
на множестве точек 0 меры нуль. Поэтому более 
подробно рассмотрим второй случай. Нетрудно 
убедиться в том, что функции Ц г) и М(г) (19) свя
заны друг с другом соотношением [1]:

o(z)M(z) = -т(г)Ц г) + R, 0 < z < /.
Здесь R -  константа, не зависящая от г. Если хотя
бы в одной точке г е  [0, /]: Ц г )  = М(г) = 0, то R = 0. 
Поэтому, если по условию Ц г) = M(z) = 0 для всех 
г g 0, то на всем отрезке [0, /] функции Цг) и М(г) 
связаны соотношением: o(z)M(z) = -т(г)Цг), 0 < г < 
S /. Поэтому достаточно показать, что хотя бы 
одна из функций Ц г) или М(г) не обращается тож

дественно в нуль на отрезке ненулевой меры. 
Предположим, что

Ц г ) э 0 , zg  0. (22)
Пусть соотношение (22) реализуется при неко

торых измеримых функциях т(г) и а(г). Аппрокси
мируем функции т(г) и о(г) по мере кусочно-посто
янными функциями. Через тЦг), 0Дг) будем обо
значать кусочно-постоянные функции, имеющие 
N  точек разрыва. На основе теоремы М. Фре- 
ше [10] можно построить такие последовательнос
ти кусочно-постоянных функций {т^г)}, {оДг)}, 
что почти всюду на [0, /] будут выполнены условия: 
тДг) — ► т(г), аДг) —-  о(г). Покажем, что на мно
жестве кусочно-постоянных функций хn(z), аДг) 
при любом сколь угодно большом N  условие (22) 
реализоваться не может. Не ограничивая общ
ность рассмотрения, всегда можно считать, что от
резку 0 полностью принадлежит некоторый учас
ток (%!, ^2) одновременного постоянства функций 
Тл<г) и аДг). Для всех г е  (^„ с  0, т^г) = т0, 
а*(г) = а 0, где to, а 0 -  константы. Для z g  (£,, ^

a^z.co) = - ^ R e
то

^ z . c o )
— ^ — /Цг, со)

Непосредственным дифференцированием можно 
убедиться в том, что функция a N(z, со) является 
решением дифференциального уравнения треть
его порядка для z е  (£ь  £2):

Э3аДг, со) ЭсхДг, со)
— —г—  + 4со2а0т0— з---- = 0,Эг3 0 0 Эг (23)

Общее решение этого уравнения имеет вид:

(24)
a  Цг, со) = C((i>) sin2<i) Ja^ t0 (z -  $,) +

+ D (co )co s2 co v 'o ^ (z -^1) +Цсо), <z<%2>

где C(co), £>(co), £(co) -  неопределенные веществен
ные константы, не равные одновременно нулю.

со.

£Цг) = J схЦг, co)dco.
© .

(25)

Несложный анализ, использующий общее пред
ставление (24) для функции a ^ z , со) на отрезке 
(^i»£2)» показывает, что выполнение условия

Av(z) = 0 , ZG (^!,У
должно быть связано только с выполнением на 
этом отрезке условия

Re/Цг, со) Re уЦг, со) = Im/Дг, co)Im уЦг, со),

^1 < Z < 2̂»
(26)

Общее решение волнового уравнения Ц(г, со) для 
системы (17), где роль управляющих функций
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играют ступенчатые функции V z ) ,  Tw(z) на от
резке (Si, 4г) представимо в виде:

f N(z, to) = А,ехр(1ВДг -S i) )  + A2exp(-iK0(z -  Si))-

Здесь A ,, Л2 -  неопределенные комплексные кон

станты, а К0 = со Va oT0* Аналогичный вид имеет и 
общее решение со) соответствующей сопря
женной системы (18):

У/Xz, со) = Blexp(iK0(z -  4 ,»  + B2exp(—iK0(z -  4,))-

Справедливо представление

I со) ,
-4-R  e/*(z, со)—^ —  = <2,(co)cos2K0(z- S,) +

К0 ’ Эz
(27)

+ Q2(co) sin2AT0(z -  $,) + 0 3(co)sintfo (z -

-  S,)cosK 0(z-S i)-
В этих обозначениях

<2i(£D) = Re (Л, + A2)Im(B, - В 2) +
+ Im(A, + A2)Re(B, -  Вг),

Q2(03) = Im(A2 -  A,)Re(B[ + B J -  
-  Re(A, -  A2)Im(B, + B2), 

бз(со) = Re(A, + A2)Re(Bi +B 2) +
+ Im(A2 -  Ai)Im(B, - B £ -  Im(A[ + A2)Im(B[ + B2) +

+ Re(<4] - A 2)Re(B, -  B^.
Обозначим через (So, S i) отрезок, соседний слева 
к отрезку (Si, 4г). на котором функции \N{z) и cN(z) 
одновременно являются постоянными. Пусть
TjXz) = V0, Cfj(z) = G'0, z e  (So. Si)- Штрихом будем 
обозначать соответствующие величины, относя
щиеся к  отрезку (So, Si)- Выразим величины А х,
А2, В], В2 через соответствующие величины А \, 
А2, В \, В2 с  использованием условий сопряжения 
для функций f/Xz, со) и со) в точке Si - Тогда 
для величин (2 ,(0)), (?2(со), £73(со) получим следую
щие соотношения:

V o<2i(C0) = I—  { 2i(to)cos ATqAq + (22(C0)sin AToAq + 
a ’t 'ovo

+ g jM s in ^ A ^ c o s^ A ;, } ,

e 2( a > )  =
'V o  

V o
{ Q '№ cos2K'0A'0 + 2 ’, (CO) sin^JjAj, -

(28)
-(2 3(co) sin ̂ oAq cos Af, } ,

(23(to) = Q3(co) cos2ATqAq + [<2i(C0)-Qi(£0) ] x

Здесь Aq = Si -So- Из представления (27) следует, 
что выполнение условия (26) на некотором отрез
ке (Si, S2) эквивалентно одновременному выпол
нению трех условий

Q m  = 0, 0 2(со) ■ о, <23(со) s  0, comin < со < со ^ .
(29)

А из соотношений (28) следует, что выполнение 
условий (29) на некотором отрезке (S,, S2) влечет 
за собой выполнение этих условий на всем отрезке 
[О, /]. Другими словами, обращение в нуль функ
ции L/Xz) на некотором отрезке 0 с  [0, /] влечет за 
собой тождественное обращение в нуль функц 
Lffa) на всем отрезке [0, /]. Обозначим через 
[О, S] <= [О, I) отрезок, на котором функции CjXz) и 
T/Xz) одновременно принимают постоянные значе
ния. Соответствующие коэффициенты для функ
ций /,Хг, со) и УдХг, со) на этом отрезке будем обо

значать через А°, В° (1 = 1, 2), Q°(°>) (1 = 1,3). 
С учетом краевых условий для систем (17), (18)
величины 0 °(со) (г = 1,3) представимы в виде:

gO(0)) = -(R eV Im B 2+Im V R eB ° + 1тВ°2) ,  

(22(со) = Re Vim В2 +ImVRefi^ 

б°(со)= 2(Re VRefl2 -Im V Im B °).

Здесь V = A° -  коэффициент отражения. Вы по: 
нение условий (29) на некотором отрезке (Si, S2) 
влечет за собой выполнение следующих условт

Q »  = 0, 0 2(со) Н 0, бз(СО) = 0, comin < со < c w

Данная система условий приводит к  следую1 
системе равенств:

Im V(co)ReB2(co) s  О, 

ReV(co)ReB°(co) = 0, 

ImBS(co) s  0, со . < со < со

(30)

тах

х sin2 AToÂ .

Кроме того, из граничных условий для сопряже 
ной системы (18) следует, что В° = 0, поэтому на"

отрезке (0, S): У/Xz, со) = expH 'A^ReB®, z < 0. Из 
(30) вытекают следующие случаи: Я

Я
1. Пусть ReB°(co) ф 0, со е (со,, СО ;, )  с  [comin, c o j .
Тогда ReV(co) s  ImV(co) =  0, ю  6  (C0 i, СОг) с  

c  [comin, соти], что невозможно. J

2. Пусть В“(со) = 0, сое (со', со") с  [comin, сот„].Т о  
Vn(z, со) s  0, z ^  0. Из последнего условия следу 
что со) = 0 на всем отрезке [0, /], что нево 
можно, так как краевая задача (18) не моЖ' 
иметь тривиальных решений.
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Будем неограниченно увеличивать число ин
тервалов постоянства N  функций xj^z) и o ^z). 
Тогда при неограниченном увеличении N  последо
вательность функций {L^z)} на отрезке [0, /] бу
дет равномерно сходиться к  некоторой предель
ной функции L (z). Предположим, что на отрезке 
0: L(z) = 0, z  е 0, mes0 Ф 0. Тогда по любому сколь 
угодно малому 8 > 0 найдется такое число N(8), 
что, когда число интервалов постоянства функ
ций т(г) и a(z) N  будет удовлетворять неравенству 
N  > N(5), будет выполнено одно из условий:

1) | V(co)| < 5, to е  (со„ Юг) с  [СОу,, o w l ,
2) Ixflvfc “)l < 5, со е (со', со") с [сотю, cwl- 

Выполнение каждого из этих условий невозмож
но вследствие произвольности 5 > 0. Полученное 
противоречие позволяет утверждать, что для из
меримых функций a(z) и т (z) функция L(z) не мо
жет обращаться тождественно в нуль на любом 
отрезке 0 d  [0, /] с ненулевой мерой.

Таким образом, для задачи оптимального 
управления (1 ) - (3) всегда существует оптималь
ное управление в классе измеримых функций 2 . 
Оптимальное управление находится среди реше
ний уравнения принципа максимума (7).

Очевидно, что полученный вывод тем более 
справедлив и для задач синтеза слоистых сред из 
дискретного набора материалов.
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The Problem of Optimal Control in the Synthesis
of Acoustic Media

E. L. Gusev
For the problem of optimal control in different formulations of acoustic media synthesis, it is indicated that the 
solution contains no sliding modes.
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