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Рассмотрена задача об осесимметричных колебаниях пьезоэлектрического диска с электродами на 
основаниях и с нагрузкой, равномерно распределенной по образующей поверхности. Предложена 
методика определения компонент импеданса нагрузки по измеренной комплексной электропрово
димости пьезодиска.

В развитие метода нахождения механических 
импедансов с помощью высокодобротных пьезо
резонаторов [1 ] решается задача о связи электро
проводимости пьезорезонатора в виде тонкого 
диска радиуса а  и толщины h с механическим им
педансом Z  нагрузки, равномерно распределен
ной по образующей поверхности. Считается, что 
поляризованный по высоте вдоль оси х3 диск со
вершает осесимметричные радиальные (по оси.*!) 
колебания под действием гармонического элект
рического поля Еъ = £ 03ехр(/соО-

Исходными для решения задачи являются 
уравнения пьезоэффекта

Г, =

г, =
1 - Ц ‘

{e x + \le2-  ( 1 +р)<*31£ 03} , (1 )
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и уравнение для радиальных смещений и(хх) час
тиц диска

СО'd2u + 1 du +
dx* U o

1— -гсоу— 5 \и  = °- (4)

Уравнения (1) - (4) написаны для комплексных 
амплитуд соответствующих величин. Здесь Г,, Г2 -  
радиальная и азимутальная составляющие механи
ческого напряжения; ег = du/dxl9 е2 = и/хх -  ради
альная и азимутальная компоненты деформации; 
£>3 -  осевая составляющая вектора электрической 
индукции; Е,\ 1 -  модуль Юнга и коэффициент Пу
ассона пьезокерамики при £ 03 = 0; -  диэлектри
ческая проницаемость свободного диска при Т  = 0;

Е  - 1/2
d3l -  пьезомодуль; с0 = -  скорость

p ( i - ^ 2) j
продольных волн; р -  плотность; у -  коэффици

ент внутренних потерь в материале преобразова
теля.

Решение уравнения (4), отвечающее требова
нию ограниченности при х, а, дается первой 
функцией Бесселя [2]

( о 1 \ ш
и = С/,(Гх,), Г = -  icoyj , 1тГ < 0. (5)

Постоянная С находится из импедансного гранич
ного условия на образующей диска при х, = а, ко
торое имеет вид

ТЛа)
2 n a h - ^ i  = -Z , 

v{a)
(6)

где v  = ном, Z  -  полный импеданс нагрузки, ко
торая считается радиальной и равномерно рас
пределенной по образующей диска. Перепишем 
граничное условие (6) с учетом уравнения пьезо
эффекта (1 )

t'coZ

2nah
и(а) =

Подставляя (5) в (7), получаем

(7)

х ,  = а

С =
( 1 + ц ) ad3l

03’

ICO (1 -  ц2) (8^
А = Г а /0(Гд) -  (1 -  Ц) 7,(Га) + .{Та).

/ 0 -  нулевая функция Бесселя. Из (5) и (8) сле
дует, что резонансные частоты радиальных коле
баний тонкого нагруженного диска находятся из 
условия минимума модуля величины Д. В частнос
ти, при чисто реактивной механической нагрузке 
(Z = /Ко) и при пренебрежении внутренними поте-
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Рис. 1. Частотная зависимость модуля электропро
водности ненагруженного (Z = 0) дискового пьезоре
зонатора с учетом внутренних потерь ф  = 10“2).

рями [ у = 0, Г  = Г0 =
CD N

oJ
резонансные частоты

являются решениями трансцендентного уравнения

Г0а /0(Г0а )~  (1 -  М-) -Л(Г0а) -  

со (1 — м-2)
2пНЕ *оЛ(Г0я) =  0,

(9)

которое при отсутствии нагрузки совпадает с 
приведенным в [3] для этого случая уравнением. 
Из (9) следует, что при массовой (инерционной, 
когда Y0 > 0) нагрузке резонансные частоты 
уменьшаются, а при упругой (Г0 < 0) увеличива
ются по сравнению с резонансными частотами 
ненагруженного диска.

По известному смещению и(х{) нетрудно найти 
электропроводимость Y диска. Для этого доста
точно воспользоваться соотношением

/2ясо г
Y = ^ ^ J jD3(*i)* i^ iНЕ, (Ю)

03

и вытекающей из уравнений пьезоэффекта (1) - (3) 
формулой
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В результате получаем
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Рис. 2. То же, что на рис. 1, но в окрестности первого ре
зонанса при различных значениях коэффициента потерь: 
; - р  = 8х1СГ3, 2 - р = 1 ( Г 2, 3 - р  = 2х10-2, ^ - р  = Зх1(Г2

Первое слагаемое в этой формуле отвечает про
водимости диска как плоского конденсатора с ди
электрической проницаемостью

£ = £*»*> — 2 т—— ,е - 2 ^  
£з3 Z l - p ’

а второе, динамическое слагаемое, учитывает 
вклад радиальных колебаний в общую электро
проводимость дискового пьезопреобразователя. 
Вблизи резонансных частот динамическая часть 
проводимости оказывается главной, за счет нее 
модуль комплексной проводимости достигает 
максимума на резонансных частотах. Резонанс
ный характер частотной зависимости модуля про
водимости, рассчитанной по формуле (12) для 
конкретного диска из пьезокерамики ЦТБС-3, 
хорошо виден на рис. 1. Параметры пьезорезона
тора выбраны следующими:

а = 59.5 мм, h = 9 мм, р = 7200 кг/м3, Е  = 8.15 х 
х Ю10 Н/м2, р  = 0.296, d3l = -1 .6  х 10-10 Кл/Н, 
£зз = 19.5 х  10-9 Ф/м.

I
Внутренние потери при расчетах У(со) учитыва-

г, ЬпГлись заданием коэффициента потерь р =

Приведенная на рис. 1 зависимость | Г(со) | получе
на при р = 10"2. Максимумы модуля проводимости 
здесь отвечают первым трем резонансным часто
там:/! = 19.272 кГц,/2 = 50.570 кГц,/3 = 80.235 кГц.

На рис. 2 и 3 изображены частотные зависимо
сти модуля |У| и аргумента ф комплексной элект
ропроводимости ненагруженного диска в окрест
ности первого резонанса при разных значениях 
коэффициента потерь. Из результатов расчетов 
следует, что внутренние потери слабо влияют на 
резонансную частоту: смещение резонансной 
частоты при изменении р от 8 х  10-3 до 3 х 10“2 со
ставляет не более 10 Гц. Частоты максимума \Y\ и 
нулевого значения ф не совпадают, причем рас-
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Рис. 3. То же, что на рис. 2, но для аргумента прово
димости.

\Y\ х 102, Ом"1

Рис. 4. Частотная зависимость модуля проводимости 
1 -  свободного (Z = 0) и 2 -  нагруженного (Z = /сот,
т = 10“2А/) пьезорезонатора с учетом внутренних по
терь (р = 8 х 1 (Г3).

хождение увеличивается с ростом внутреь 
терь в материале резонатора.

I г.»спо-

На рис. 4 представлены частотные зависимос
ти IYI для свободного и нагруженного пьезорезо
наторов с учетом внутренних потерь (J3 = 8 х  10-3). 
Импеданс Z  выбран чисто реактивным, отвечаю
щим массовой нагрузке: Z = /сот. При этом счита
ется, что т = 10_2М, где М  -  масса самого резона
тора. Смещение частоты основного резонанса 
при этой нагрузке составляет ~120 Гц и доступно 
измерению.

Полученные в работе формулы для ампли
туды смещений и(хх) частиц и для комплексной 
проводимости Y(со) нагруженного дискового пье
зопреобразователя являются решениями прямой 
задачи о возбуждении пьезорезонатора рассмот
ренного вида. Формулу (12) для Г(со) можно ис
пользовать и для решения обратной задачи -  на
хождения импеданса Z нагрузки по измеренной 
комплексной электропроводимости Гэ(со). В слу
чае дискового пьезорезонатора обратная задача

решается в два этапа. Сначала ненагруженный 
резонатор крепится в конструкции по центру, где 
смещение и(0) = 0, и измеряется Уэ(ю). По Гэ(со) с 
привлечением формулы (12) определяются ком
поненты (вещественная и мнимая части) постоян
ной распространения Г. Затем резонатор нагру
жается на импеданс Z  и снова измеряется Уэ(со). 
Поскольку постоянная Г известна из предыду
щего опыта, то по вновь измеренной Гэ(со) из 
формулы (12) можно найти неизвестный импеданс 
нагрузки.
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Electrical Conductivity of a Loaded Piezoelectric Disk
Yu. Y. Kochumovtsev, У. M. Kryachko, and N. P. Tikhomirov

Axially symmetric oscillations of a piezoelectric disk with electrodes on its bases and with a load evenly dis
tributed along its generatrix are treated. A technique for determining load impedance components by the mea
sured complex electric conductivity of a piezoelectric disk is proposed.
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