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Исследовано влияние сферичности единичной акустической волны на ее отражение от плоской 
границы жидкого грунта. Точное решение представлено в виде простых, удобных для расчета, ве
щественных интегралов по конечным промежуткам. В графическом виде приведены результаты 
расчетов коэффициента отражения волны как функции времени при различных углах падения, де
монстрирующие его зависимость от расстояния от источника до точки отражения. Построенное 
точное решение мож ет бы ть использовано для расчета отраженной волны в произвольной точке 
водной среды при любой форме падающей волны и любой ее длительности. Приводится аналити
ческое выражение для коэффициента отражения в случае, когда точка отражения находится на 
перпендикуляре к границе, проходящем через источник, а такж е асимптотика коэффициента отра
жения при больших временах и любом угле падения.

Отражение акустической сферической волны 
от плоской границы двух сред рассмотрено прак
тически во всех наиболее широко цитируемых 
монографиях по акустике и сейсмологии, напри
мер, в [1 - 5], а также в ряде статей [6 -13]. В боль
шинстве этих работ исследуется либо высокочас
тотная асимптотика отраженного поля, возника
ющего при падении монохроматического сигнала 
[1-5], либо окрестности волновых фронтов [6 - 8] 
(при падении импульсных сигналов), либо пред
полагается, что длина падающего импульса мно
го меньше расстояния между мнимым источни
ком и точкой наблюдения [9]. Свободны от огра
ничений такого рода работы [10 - 13]. В [10] 
рассмотрено падение сферической единичной 
волны в жидкости на границу с твердым телом. 
В работе [11] рассматривается падение дельтаоб- 
разного импульса на границу двух жидких сред, 
однако при задании положения источника дву
мерная функция 5(р) заменяется ее аппроксима
цией. Точное решение задачи об отражении сфе
рического единичного импульса было получено 
методом Каньяра-де Хоопа в случае падения сиг
нала в жидкости на границу с твердым телом в 
работе [12] и на границу с жидкостью в [13]. Эти 
решения в [12, 13] представлены в виде интегра
лов от комплексных функций.

В настоящей работе задача об отражении сфе
рической волны от плоской границы двух жидких 
сред решается отличным от использованных 
ранее способом, позволяющим получить более 
удобное для практического применения решение, 
наглядно демонстрирующее влияние сферичнос

ти волны на ее отражение от границы. В задаче 
используется метод интегральных преобразова
ний Лапласа и Ханкеля. Обратное преобразова
ние осуществляется путем реализации метода Ка- 
ньяра, предложенной в работе [14].

Пусть на плоскую границу раздела двух жид
ких сред, характеризующихся плотностями р0, р и 
скоростями звука с0, с (соответственно для верх
ней и нижней сред при с > с0), падает сферическая 
волна, излучаемая точечным источником, распо
ложенным в точке R с координатами (0, z0) цилин
дрической системы координат с началом на 
граничной плоскости. Поле отраженной волны 
может быть разбито на две зоны. Зона I покрыта 
отраженными лучами, углы 0 которых с норма
лью к границе не превышают критического зна
чения Qk: 0* = arcsin(c0/c). В любую точку наблю
дения M(ry z) в зоне I кроме падающей волны при
ходит один отраженный сигнал. Если считать, 
что источник включается в момент времени (=  0, 
то время прихода фронта отраженного сигнала 
определяется формулой

где q = z + Zq. В зоне I все три фронта падающей, 
отраженной и преломленной волн пересекаются 
в одной точке на границе сред.

По мере распространения волны точка С пере
сечения фронтов с границей удаляется, угол на
клона 0 луча, приходящего в эту точку, растет, и 
наступает момент, когда 0 становится равным 0*. 
При дальнейшем увеличении 0 начинается зона II,
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в которой скорость фронта преломленной волны 
больше скорости распространения фронта падаю
щей волны вдоль границы. Фронт преломленной 
волны отрывается от точки С, уходит вперед и со
здает в верхней среде фронт АВ, называемый 
фронтом головной волны (рис. 1). В любую точку 
наблюдения в зоне II кроме фронта падающей вол
ны CD приходит конический фронт АВ головной 
волны, а за ним фронт отраженной волны СА.

Время прихода фронта отраженной волны по 
пути R C M  определяется формулой (1). Время 
прихода головной волны в точку A/(r, z) наимень
шее, если сигнал распространяется по пути RLNM. 
Оно равно

'гол = г/с  + q jc 2 -  с \ /  (с0с) . (2)

Если точка М(г, г) находится на линии раздела LK 
зон I и II, то для нее время прихода единственного

отраженного сигнала гф = cql (c0Jc2 -  с20) . Урав

нение линии LK  имеет вид г = о д /  Jc2 -  с\ . Таким

образом, если г < о д /  Jc2 -  c l , то точка A/(r, z) на
ходится в зоне I и через нее проходят только па
дающий и отраженный сферические фронты. Ес

ли же г > о д /  Vc2 -  Cq, то точка А/(г, z) находится в 
зоне II и через нее проходят фронты падающей, 
головной и отраженной волн или фронты голо
вной, падающей и отраженной волн в зависимос
ти от расположения точки М  в зоне II.

Коэффициент отражения сферической волны 
определяется значениями давлений р0 и р  в верх
ней и нижней средах, которые удовлетворяют 
волновым уравнениям

^Ро + \^Ро + ^ Р о _ } _ ^ Р о  _ 
д г 2  +  г  д г  +  э г 2  с 2  d t 2  ~

=  - 2 A ^ 6 ( z - z o)X (0 , ( z >  0 ),

д2р  1 Эр Э2р _ 1 Э2р
э 7  + + ~ ’

(г< 0 )

при нулевых начальных условиях

„ I  _  ^
р о\, = о Э /

/ = о

I _ др
р | '=0 “  эt = о

t  = 0

и граничных условиях на плоскости

. дРо _  Р0 Эр
Эг р Эгг = 0 z = 0

Рис. 1. Схема отражения сферической волны (зона II): 
------- волновые фронты;----- пути отраженных сиг
налов в точку наблюдения в зоне II.

а также при условии затухания на бесконечности:

Ро — -  0, Р — -  0 при Jr2 + (z - z 0) 2 — -  +<*>, где 
А -  некоторая постоянная, х(0 -  нестационарный 
сигнал, излучаемый источником, 5(х) -  функция 
Дирака. * ' ‘

Совершая интегральные преобразования Ла
пласа по переменной / и Ханкеля нулевого поряд
ка по переменной г, представим формальное ре
шение задачи для слоя 0 < z ^  Zq в виде

Ро(г> Ъ 0  = 2л/
0 + 1 оо ю I 2  2 2г _ с exp [ - (Zn -  z) Jk" + s / с п1

x J  XW ( W  --------- k d k  +
O-l <"> Jk2 + s2/C q

+ J W
p л/^2 + $ / cl ~ p0Jk2 + s2/ c 2 (3)

p jk 1 + s~ /  Cq + p 0Jk2 + s2/ c 2

exp [ -  (z0 + z) Jk2 + s2/ c 20]

Jk2 + s /  cl

= P\(r,Z, t)+ p 2(r,Z, t),

kdk f d s  =

где ст -  абсцисса в полуплоскости абсолютной 
сходимости интеграла Лапласа, x(s) -  изображе
ние функции %(')• Если 0 < z0 < г, то в формуле (3) 
z и г0 поменяются местами.

Применяя формулу Зоммерфельда для ци
линдрических функций к первому внутреннему
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Таблица 1

интегралу в формуле (3), преобразуем первое 
слагаемое p,(r, z, 0  к виду

P \ ( r , Z , t )  =
2ni

a+r°°X(i)exP [ i  0  ~ Jr2 + ( z - z 0) 2 ) / c 0 ]x ..................... .............
a-joo Jr2 + ( z - z 0)2

h  X ( t - J r 2 + ( z - z 0) 2/ c 0) x
(4)

r2 + (г -  z0) 2

X G 0 ( t ~  J r 2  +  ( Z ~ Z 0 ) 2 / C 0 ) ,

где ст0(д:) -  функция Хевисайда. Формула (4) опре
деляет эпюру давления в падающей волне в точке 
Щ г, г).

Суммарное поле над граничной поверхностью 
содержит в себе поле падающей волны p,(r, z, t) и 
поле, возникающее в результате взаимодействия 
падающей волны с граничной поверхностью, ко
торое условно назовем отраженным полем, пони
мая, что его создает не только отраженная, но и 
головная волна (в зоне II). Это отраженное поле 
описывается вторым слагаемым p2(r, z, 0 форму
лы (3). Используя интегральное представление 
функции Бесселя J0(kr) и вводя новую перемен
ную С, по формуле к = представим давление 
p2{r, z, 0  в виде

Л
Pi(r, z, о  = 2) J  U(r, Z, t, fy d ft, (5)

-7 1

где
<7 +  lo o

ft с
м(г, z, t, тЗ) = - —. j  s%{s) v ( x , z ,  s ) e'ds;

О - t<x>

, . r p50-P o 5exP{- 'y(95o + ' W }  „v(x, z, s )  =  s R ~----------- L ,dL ,\J p60 + p08 80

5o= Jt,2 + 1 / cq; 5 =  k 2 + 1 /c2; x = -rs in d .

Следуя методу, подробно изложенному в [14], 
в двойном обращении (5) можно избежать кон
турного интегрирования и свести это обращение 
к вычислению одного или двух вещественных ин
тегралов (в зависимости от вида функции %($)). 
С этой целью вместо функции v(x, z, s) вводится 
функция v(^, z, s)> где £ = a  + ix9 и выполняется за
мена переменной под знаком интеграла, опреде
ляющего v(£, Zy s) по формуле qb0 + ££ = t + <?/с0. 
Учитывая, что v(x> z, s) = lim v(E, z, s), в результа-a->0
те получим

, \ 7 c0 f Р°^С(0Г5/,v(x, ZyS)-= l  —я------- ~ —гт Г rfr,Jp 5 o + po5-K00
(6)

где

y ( 0  = Jr2 +  2 / £ ? / c 0 -  x2/ с 2;

C(0 = “ (« ( ' + <?/c0) -  УЯ)!{х2 + q2). 
Предположим, что источник излучает единич- 

ную волну %(/) = о0(/). Тогда x(s) = 1/$ и из форму
лы (5) с учетом (6) получим

, л h ]  PS0 -  P0S С (r-^ /C o )
Рг(г> Zyt)= —  —«------ ~ —------- т—- a v .  (7)2л J р80 + р06 Y ( f - ^ / c 0)

Представим интеграл (7) в вещественной форме. 
Предположим сначала, что у2 > 0. Это имеет мес
то при любом е [—л, л] после прихода фронта 
отраженной волны в точку наблюдения (г2 > (г2 +

+ Я2) / со) в любой зоне. Полагая, что при у2 > 0 
argy = 0, C = H + /v, где

Ц = qу/(х2 + <?2), у = r/sin£/(*2 + <?2), 
формулу (7) можно представить в виде:

Р2(г> ^  г) =

h у  (р2D0 -  p2D) + 2vpp07  (R -  a) / 2  (8)
= -  ---------------------;-------------------------------------------------------------------------

где
У [p2D0 +  pId  + 2pp07 {R + a) /2]

D0 = [(p2 + v2)2 +2(p2 -  v2) /c 2 + l/cg]W; 
D = [(p2 + v2)2 +2(p2 -  v2)/c2 + l/c4]l/2;

R = J a + b 2; y=  J t2 -  (x2 + q2) / c 20\ 

a = (p2 + v2)2 +(p2 -  v2)(cq2 + c“2) + (cr0)-2;

b = 2pv(cQ2 + c-2).
В точки зоны II нерегулярного отражения 

раньше фронта отраженной волны приходит 
фронт головной волны. Поэтому необходимо 
представление интеграла (7) в вещественной 
форме для моментов времени ггол < t < /отр. При 
этих значениях t существуют значения 6: - к  + д*,
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-£ * , £*, п -  £*, где тЗ* = arcsin (J c 20t2 - q  / г ) , при
переходе через которые величина у2 меняет знак. 
Значения argy и arg 5 в зависимости от величины 
д  при условиях, что argу = 0 при у2 > 0, arg 8 = 0 при 
£ = 0, представлены в табл. 1. Используя данные 
этой таблицы, можно показать, что интеграл (7) 
ПРИ *гол -  г < о̂тр представим в следующей вещест
венной форме:

Piir, z, t) = (9)
d* л п-Ъ* 2$2 2о2

= | j j e r f d +  J Q d b -  J Р ° ~ Ро i d $
Я-d*О 2$2 2$2У

е* Р 80 + Р08
где дополнительно обозначено:

Q =
Р (р2Р 0 -  PqP )  + 2vpp0V(R -  а) /2  

y [p 2Z>0 + p2D + 2р0р V (Я + а) /2 ]

б0 = ; 8 = J T -

Y= 7 (*2 + <?2) /со  -  '2;

1 /с 2;

С = V -  ц; р  = <?у/ (*2 + q2) .
Коэффициент отражения единичной сфериче

ской волны определяется формулой

у  =  (P 2/P i)Iz = o =  P 2 ^ 2 +  Zo- ( 10)

В случае, когда точка наблюдения располагается 
на перпендикуляре к границе, проходящем через 
источник, а также при больших временах и лю
бом расположении точки наблюдения коэффици
ент отражения представляется простыми форму
лами. Так, в первом случае

р г/г0- р 0 ( '2 /4 + 1 / с 2- 1 / с 2)1/2
л л 9 9 1 /9 * ^ '

p t / z  + p0(t / z 0 + 1 /с  - 1  / с 0)

Величина Zo определяет расстояние от источника 
до точки отражения. Если t = Zq/ c0, то

V= V.пл

ре -  Ро̂ О
рс + р0с0’

т.е. фронт сферической волны отражается так 
же, как и плоская волна. С течением времени ко
эффициент отражения в соответствии с форму
лой (11) монотонно уменьшается, приближаясь 
при t — *■ к предельному значению

Р- Ро
р + ро

Переходя в формуле (7) к пределу при t — -  +<*>, 
получим, что и в случае наклонного падения ко
эффициент отражения определяется формулой 
(12), т.е. независимо от расположения точки на-

V

Рис. 2. В лияние сф еричности  во л н ы  на к о эф ф и ц и ен т  
отраж ения (зона I): /  -  г  =  4.5 м, z q  =  10 м; 2 -  г =  450 м, 
г о =  1000 м; 5 - г  =  4500 м , z q =  10 000 м.

Рис. 3. В лияние сф еричности  волн ы  на ко эф ф и ц и ен т  
отраж ен и я (зона II): 1  -  г  =  1730 м, ю  = 1000 м; 2  -  

Г  =  17.3 М, Zq =  10 М.

блюдения коэффициент отражения сферической 
волны при t — *■ +°<> практически зависит только 
от плотностей сред.

Численные расчеты коэффициента отраже
ния (10) в зонах I и II были выполнены по форму
лам (8) и (9) таким образом, чтобы выявить влия
ние сферичности волны. На рис. 2 представлен 
коэффициент отражения в зоне I при одинаковом 
угле падения 0, но различных удалениях центра 
волны (р0 = 1 г/см3, р = 2 г/см3, с0 = 1500 м/с, с = 
= 3000 м/с). Видно, что при сильной сферичности 
волны коэффициент отражения совпадает с ко
эффициентом отражения плоской волны только 
в узкой прифронтовой области. С увеличением 
времени он уменьшается, стремясь к пределу (12). 
При увеличении расстояния от источника до точ-
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ки отражения зафронтовая область эпюры, амп
литуды которой отражаются по закону, близкому 
к закону отражения плоской волны, увеличивает
ся. На рис. 3 показаны коэффициенты отражения 
в зоне П единичной сферической волны при оди
наковом угле падения 0, но разных удалениях цен
тра волны (р0 = 1 г/см3, р = 2.4 г/см , с0 = 1500 м/с, 
с = 4300 м/с). Эти кривые иллюстрируют влияние 
сферичности падающей волны на коэффициент 
ее отражения.

Полученное решение может быть использова
но для расчета отраженной сферической волны 
любой длительности на любом расстоянии от ис
точника, а также для оценки возможности приме
нения коэффициента отражения плоских волн при 
исследовании процессов распространения сфери
ческих волн различной длительности и частоты.
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Effect of the Sphericity of an Acoustic Wave on Its Reflection Coefficient from a
Plane Interface of Two Liquid Media

M. I. Volodicheva and К. V. Lopukhov
The effect of the sphericity of a unit acoustic wave on its reflection from a plane boundary of an underwater 
liquid bottom was investigated. An exact solution is presented as simple real integrals over a finite path, which 
is convenient for calculations. Results of reflection coefficient calculations as a function of the angle of inci
dence are given as plots demonstrating reflection coefficient dependence on distance between a source and the 
point of reflection. The exact solution obtained can be used to calculate a reflected wave at an arbitrary point 
in water for any form and duration of an incident wave. A simple analytical expression is given for a reflection 
coefficient at normal incidence along with its asymptotics for extended times and any angle of incidence.
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