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Хорошо известное в нелинейной акустике 
уравнение Хохлова-ЗаболотСкой [1,2] естествен­
ным образом обобщается для описания распрост­
раняющихся волновых пучков в средах без дис­
персии со степенной нелинейностью произволь­
ного порядка:

Э
Эт

где z -  расстояние вдоль направления распростра­
нения волны, Д± -  лапласиан по поперечным ко­
ординатам г± = (ху у), т = t -  z/c  -  время в системе 
координат, движущейся вместе с волной со скоро­
стью су и -  колебательная скорость волны в п -  не­
линейной среде с характерным параметром нели­
нейности у.

Отметим, что случаю п = 2 соответствует клас­
сическое уравнение Хохлова-Заболотской не­
линейной акустики; при п = 3 уравнение (1) опи­
сывает пучок сдвиговых волн в твердом теле [3]; 
дробные значения п характерны для сред, струк­
тура которых моделируется соприкасающимися 
твердыми элементами (так называемая нелиней­
ность Герца [4]).

В отсутствие точных аналитических решений 
уравнения (1) даже при простейших и традицион­
ных типах нелинейности (п = 2, 3) большой инте­
рес могут представлять усредненные характерис­
тики, для получения и анализа которых можно 
использовать, например, известный метод момен­
тов [5].

Прежде всего, приведем различные дивер­
гентные (консервативные) формы записи урав­
нения (1), что вместе с условием достаточно быс­
трого стремления функции и к  нулю на бесконеч­
но удаленных границах интервала изменения 
переменных т, х 9 у позволит найти сохраняющие­
ся по z величины и необходимые уравнения для 
моментов.

При введении функции w = j ^ u d x  и интегри­
ровании (1) по времени от до т оно примет вид

Полагая в (2) т = «> и используя теорему един­
ственности для решений уравнения Лапласа 
(с учетом нулевого значения и на бесконечно уда­
ленной границе области переменных х, у), имеем
сохраняющийся интеграл = 0.

Повторное интегрирование уравнения (2) по 
времени позволяет записать его в виде

откуда аналогичными рассуждениями получаем1 
j°°owd'l =0.

Умножение уравнения (2) на 2и дает

Э и2
dz

= -d iv j (i) (4)

где

d iv j(1) = ^
_Э
Эт

2п и+1 с
_п +1 2

(Vxw )2] +

+ Vj_ (-cuV xw ),

V

Из (4) следует

dl\ I 2—  = 0 ,  т . е . / , = J и dzdsL = const. (5)

Здесь и далее подразумевается интегриро­
вание по бесконечному интервалу изменения т и 
по всей “поперечной” плоскости s± с координата­
ми (Ху у).

Умножая обе части уравнения (2) на ип и ис­
пользуя уравнение (3) для замены этого множите­
ля в правой части, получаем

1 Для периодической по т функции и равны нулю интегра­
лы, взятые по временному периоду Т.
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где

div j <2) = 5-
_  а - 1

Ь
Д , 1 wdx - P " +
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(  c d w _ Л
Ь э ^ W }

Следствием (6) является существование следу­
ющего сохраняющегося интеграла

12 = Н =

J[= f | i ( V ±w) 2- п+  1
иП+ 1 dxds± = const,

(7)

который имеет смысл гамильтониана, поскольку 
волновое уравнение (2) с его помощью записыва­
ется в гамильтоновом виде

дч _  Э 5Н
dz Эт бы ’ (8)

где в правой части стоит вариационная производ­
ная от функционала Н.

Переход от полученного гамильтониана (7) к 
соответствующей плотности лагранжиана

п +  1
2 . У f d w

X  = -
1 dw dw
2 S ? a i “ 4 (V^ ) + iT T Эх

и использование теоремы Нетер [6] позволяет ре­
гулярным образом получить другие законы со­
хранения для обобщенного уравнения Хохлова- 
Заболотской (1).

Сохранение интеграла / х от положительно оп­
ределенной величины позволяет эффективно ис­
пользовать эту величину (сопоставляя ее с функ­
цией плотности вероятности) для определения 
соответствующих средних характеристик (мо­
ментов) распространяющегося в п -  нелинейной 
среде пучка.

Определим положение “центра тяжести” по­
перечного сечения пучка как соответствующий 
момент первого порядка:

Дц(г) = <r i> = ^ | г ±и2Л Л ± (9)

Дифференцируя (9) по г с использованием со­
отношения (4) и формул векторного анализа, по­
лучаем

d R tl с г
—г— = —— [uV .w dxds,. 
dz Л J

(Ю)

Повторное дифференцирование (10) по z с ис­
пользованием (2) и (3) дает следующий результат:

d2 R 

~dz2
-  = - у  [ v к yvdxdS'L = 0. 

м J
(11)

Таким образом, отсюда получаем следующий 
вывод: любые деформации исходного сечения 
пучка (прежде всего, за счет дифракции) при его 
распространении в п -  нелинейной среде происхо­
дят таким образом, что точка “центра тяжести” 
сечения пучка движется прямолинейно с постоян­
ной скоростью, т.е. Кц изменяется линейно с изме­
нением координаты

Нцй) = Нц(0) + Уцг, (12)
где

Vu = - y ( u V ±wdxds± = const.

Рассмотрим квадрат “эффективного” радиуса 
пучка как момент второго порядка

Я2ЭФФ = <Г1> = j \ r l u 2dxdsx . (13)

Используя (4), (2), (3) и формулы векторного 
анализа, получаем следующие выражения для 
производных от квадрата эффективного радиуса:

^аэфф -  2 c fdz / J
\w d xd s  ±,

л
(И )

■j- Г8сЯ + 2су 
м L

dz2
4 -  (п -  \ ) d  

п + 1
Ju n + 1̂ s 1J ,

(15)

где d  -  размерность поперечного сечения пучка, 
т.е. d  = 1 для одномерного (“щелевого”) в попе­
речном сечении пучка и d  = 2 для произвольного 
двумерного сечения пучка.

Выражение (15) выделяет два особых случая:

а) d  = 1 (“щелевой” пучок) и п = 5,
б) d = 2 (двумерный в поперечном (16)

сечении пучок) и п = 3,
когда второе слагаемое в правой части (15) обра­
щается в нуль, что ведет к постоянству второй про­
изводной от эффективного радиуса пучка и, сле­
довательно, к изменению этого радиуса в любой 
п -  нелинейной среде по параболическому закону

4с
аW Z ) = а эфф(0) +Az + — Hz , (17)

где
2 с г

А = —— г | и V wdxds 11/, J 1 = о
Полученное соотношение (17) позволяет так­

же сделать некоторые выводы о возможных ре­
шениях для волноводного распространения пучка 
(стационарного относительно координаты z), 
когда существующая нелинейность определенным
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образом компенсирует дифракционные деформа­
ции поперечного сечения пучка. Для таких харак­
терных решений (стационарных относительно 
координаты z) выражение (15) должно равняться 
нулю. В двух выделенных случаях (16) для обсуж­
даемых стационарных решений с необходимос­
тью получаем Н  = 0. Однако это означает, что в 
этих двух выделенных случаях возможные стаци­
онарные по z решения будут неустойчивы, так 
как если в начальный момент времени из-за 
флуктуаций стационарного решения величина Н  
окажется положительной (отрицательной), то 
вторая производная от квадрата эффективного 
радиуса будет также положительной (отрицатель­
ной), что означает расплывание (схлопывание) 
пучка при его распространении вдоль оси z- 

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова­
ний (код проекта 93-02-15453).
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