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Изучение эффектов самовоздействия при рас­
пространении акустических волн принято описы­
вать в рамках реактивной (упругой) нелинейнос­
ти [1 - 3]. Однако экспериментальные исследова­
ния свидетельствуют о том, что некоторые 
материалы, в частности, металлы (отожженная 
медь и свинец) и горные породы (речной песок, 
гранит и мрамор) обладают и диссипативной (не­
упругой) нелинейностью [4-7], причем последняя 
выражена сильнее. Эффекты самовоздействия 
акустических волн в таких средах наблюдались 
экспериментально [8, 9].

В настоящей работе проводится теоретический 
анализ самовоздействия упругих волн в средах 
с нелинейной диссипацией и сопоставление полу­
ченных теоретических результатов с эксперимен­
тальными.

В одномерном случае распространение акус­
тических волн описывается уравнением [10]:

pt/„ = (/„), (1)

o(Ux,U xl) = c l(Ux) + a2( u j ,

где р -  плотность среды, U -  смещение, Ux -  де­
формация, с  -  напряжение, G\(UX) и о 2(*7*/) -  уп­
ругая и неупругая части уравнения состояния, со­
ответственно.

Здесь мы будем пренебрегать реактивной не­
линейностью, полагая, что

o x{Ux) = EUxy (2)

где Е -  модуль упругости.

Для описания диссипативных свойств среды, 
наряду с обычным линейным вязким напряжени­
ем, учтем также и нелинейное. В гидродинамике 
среды, обладающие подобными свойствами, на­
зываются неньютоновскими (или бингамовски­
ми) [11-13]. Обычно для их описания используют 
уравнения, носящие феноменологический харак­
тер. Здесь мы используем степенную аппрокси­
мацию нелинейной зависимости о 2 = g2{UxX

которая, однако, как будет видно из дальнейшего, 
является достаточно общей [14]:

c 2(Uxl) = p { a U xl + y\t ^ f  sign U J  , (3)

где а  и у -  постоянные коэффициенты, определя­
ющие линейное и нелинейное вязкие напряжения 
в среде, тф  1.

В зависимости от показателя степени т дисси­
пативная функция ведет себя существенно раз­
личным образом: эффективная вязкость среды 
с ростом скорости деформации увеличивается 
при т > 1 и уменьшается при т < 1.

Механизмы нелинейной диссипации могут 
быть связаны с проявлением сухого трения на 
контактах зернистых и трещиноватых сред и с 
размножением дислокаций под действием упру­
гих напряжений в поликристаллических твердых 
телах.

Подставляя (2, 3) в (1), получим следующее 
уравнение:

U „ -c 2Uxx = a J xxl + y ^ x {\Uxfs ig n U xl} ,  (4)

где с = J E /  р.
Граничное условие зададим в виде

Щх = 0, 0 = t/0sin(or. (5)

Уравнение (4) с граничным условием (5) опи­
сывает нелинейное распространение волны с час­
тотой со и генерацию ее высших (нечетных) 
гармоник.

Будем предполагать, что нелинейность урав­
нения (4) мала, и его можно решать методом по­
следовательных приближений. Для этого необхо­
димо выполнение условия:

2т  - 1

т +  1
1.

В этом случае решение уравнения (4) можно ис­
кать в виде медленно меняющейся волны на основ­
ной частоте и волн на частотах высших гармоник,

3 4 9



350 Н А ЗА РОВ

уровень которых много меньше амплитуды вол­
ны на основной частоте.

Для исследования эффектов самовоздействия 
решение уравнения (4) представим в виде гармо­
нической волны с медленно меняющимися амп­
литудой Щх) и фазой Ч*(х):

U(x,t) = Щх)sin [cor- Лл + ЧЧ*)], со = ck. (7)

Подставим (7) в (4), разложим нелинейную силу 
в правой части уравнения (4) в ряд Фурье и оста­
вим в этом уравнении слагаемые только на основ­
ной частоте:

U'xcos 0  -  C /^sin  0  = -p £ /co s0  -  Ы /71 co s0 , (8) 

где

P = aco2/2 c 3,

(m > - 2 ) ,

f  \

г
Y X 1 , со2"

л г г т + Ъ'' т + 2 ’ 
С

2• У
0  = (O t-kx  + 'Vix).

Из уравнения (8) следует, что наличие нели­
нейного трения не приводит к изменению скоро­
сти распространения волны (Ч*'х = 0), а ее затуха­
ние описывается уравнением Бернулли [15]:

lfx = - 0 С / - 8 £ Л  (9)

Решение этого уравнения с граничным услови­
ем (5) имеет вид:

и ' т(х) = £/о~техр [-Р*(1 - т ) ]  -
8 „  (Ю)

- р { 1 - е х р  [~Рх(1 - т)] } .

Проанализируем полученное решение.
При т > 1 из выражения (10) получаем:

Щх) =
t/0exp(-Px)

-------------------------------------------------------- Г '( И )
5  — Г

{ 1 + р { 1 - ехр [ - Р х (т -1 ) )} С /" - 1} '""1

И з него следует, что волна с большей ампли­
тудой затухает быстрее, а при 8р-1{ 1 -
-e x p  [-p x (m - 1)] }£/£ >  1 в среде наступает
нелинейное ограничение волны и ее амплитуда 
не зависит от U0:

Р
U('X) ^8{ехр  [(3x(m- 1)] -  1} *

т -  1
( 12)

Такой эффект наблюдался в экспериментах с 
гранитом и мрамором [8].

При малой амплитуде U* волны, создаваемой 
излучателем, когда влияние нелинейности прене­
брежимо мало, из (11) имеем:

и* (х) = Uq ехр(-(3х). (13)

Поделим (11) на (13) и, вводя обозначения 
М = U(x)/U*(x), N = U0/ U*, Ь = 8р~‘ {1 -  

-  exp [-fk (m  -  1)] } U* (т~1; получим:

£  =  [И -б Л Г '1) " - 1М (14)

Дважды логарифмируя это уравнение при bNm~l <s 
<  1, найдем

In (In N /M ) = In
m -  1 + (m -  1) \nN. (15)

Это выражение позволяет определить показа­
тель степени т в уравнении (3). Из сравнения те­
оретической зависимости (15) с эксперименталь­
ными, полученными в работе [8], следует, что

для гранита: т = 2,
для мрамора: т = 3.
При т < 1 из (10) получаем:

Щх) = (70<Грх х

X 1 ~ 1 *ехр

1
\  1 -  т

1}
/

Из этого уравнения следует, что при заданной на­
чальной амплитуде U0 волна полностью затухает 
на конечном расстоянии d , определяемом выра­
жением:

и о = {р (ех р  [ p j ( l - m ) J - I ) } 1 (17)

а при малом превышении начальной амплитуды 
над U0, определяемой выражением (17) (AUQ < U0), 
амплитуда волны в среде на расстоянии d  от излу­
чателя нарастает по закону:

Ш  = U0e-Р d (1 - m )  At/0 1 - т

и о
Из уравнения (16) также следует, что с увели­

чением амплитуды Uо затухание волны в среде 
уменьшается. Такой эффект называется само- 
просветлением, он наблюдался в экспериментах 
с сухим и сырым речным песком [8, 9].
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Здесь, так же как и ранее, из сравнения зависи­
мости (16) с экспериментальной можно опреде­
лить показатель степени т для этих сред. Однако, 
в указанных экспериментах песок находился в 
тонкой стеклянной трубке, так что при малых 
амплитудах U0 волна распространялась, в основ­
ном, по ее стенкам. В связи с этим алгоритм оп­
ределения т из уравнения (15) не пригоден, и мы 
поступим следующим образом.

При больших амплитудах U* , когда

8 ехр [Р*(1 -  т)) -  1
Р г/* d -т )и 0

и волна распространяется, в основном, по песку, 
из уравнения (16) имеем:

If (X) = U* ехр(-рд:). (20)

Поделим уравнение (20) на (16) и, вводя обо­
значения Р = U*(x)/U(x), R = Uq/U 0, а =

g
= р {ехр [Р*(1 -  т)] -  1} Uq <m~1), получим

1
£  = [ 1 - а /? '~ т ) ' " т . (21)
R

Теперь проведем аналогичную процедуру лога­
рифмирования при aRl ~m <  1:

ln(lnP/7?) = ln -г-^— + (1 - т )  In/?. (22)\ — т

На рис. 1 приведены экспериментальные зави­
симости InU(x) от ]nU0 (в отн. ед.), полученные 
при исследовании самопросветления в сухом [8] и 
сыром [9] речном песке. Используя эти результа­
ты, построим зависимости ln(\nP/R) от Ini? для 
этих сред (рис. 2). Из этого рисунка видно, что для

сухого песка: т = -1 ,
сырого песка: т = 0.
Таким образом, предложенное уравнение со­

стояния, учитывающее диссипативную нелиней­
ность среды, описывает весь “спектр” эффектов 
самовоздействия упругих волн в исследованных 
горных породах, а сопоставление теоретических 
результатов, полученных в рамках этого уравне­
ния, с экспериментальными, свидетельствует о 
том, что подобные среды обладают качественно 
различными нелинейными акустическими свой­
ствами. Это обстоятельство можно использовать 
в целях нелинейной акустической диагностики 
структурнонеоднородных сред.

1п£/(х)

Рис. 1. Зависимость амплитуды U(x) от амплитуды £/0 
для сухого (7) и сырого (2) речного песка. Прямые 
линии соответствуют линейным зависимостям U(x) 
от U0.

\n(\nP/R)

Рис 2. Зависимость \n(\nP/R) от In/? для сухого (7) и 
сырого (2) песка. Прямые линии соответствуют пока­
зателям степени т = -1  (для сухого) и т = 0 (для сы­
рого) песка.

Работа выполнена при финансовой поддержка 
Российского фонда фундаментальных исследова­
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