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Рассчитан входной импеданс конструкции, связывающий величину воздействия (силы, давления) и 
скорости ее колебания при случайном возбуждении в полосе частот. По мере увеличения числа ре­
зонирующих мод величина импеданса уменьшается от максимальной, определяемой инерционным 
сопротивлением колеблющейся (приведенной) массы конструкции, до минимальной, соответствую­
щей резонансному отклику конструкции на всех частотах полосы возбуждения вследствие высокой 
плотности ее заполнения резонансными пиками мод.

Для расчета вынужденной вибрации механи­
ческой конструкции необходимо знать величину 
ее входного импеданса. Для типовых конструк­
ций, таких, как бесконечные и ограниченнее 
стержни, пластины, оболочки, импеданс рассчи­
тан в случаях тонального возбуждения на одной 
частоте, либо усредненный в полосе частот [1,2]. 
На практике, однако, возбуждение конструкции 
часто происходит широкополосными случайны­
ми воздействиями (силами, давлением), причем 
одновременно в нескольких местах, в результате 
чего начинает выполняться энергетический за­
кон сложения колебаний, при котором полная 
энергия колебания становится равной сумме 
энергий составляющих его мод. Поэтому пред­
ставляет интерес определить соответствующий 
импеданс конструкции, который связывает вели­
чину возбуждающего воздействия и скорости ее 
колебания в энергетическом приближении.

Рассмотрим ограниченную конструкцию, воз­
буждаемую системой случайных нормальных к ее 
поверхности сил Ft(t, xi9 у,) в полосе частот d f  с 
относительной шириной Д = df/fh  где/* -  средняя 
частота полосы, xh у, -  координаты точки при­
ложения /-ой силы. Учтем [3], что вплоть до час­
тоты / =  102/Л [Гц] вибрационное поле конструк­
ции (Л -  толщина ее стенки) формируется, в ос­
новном, изгибными модами колебания \|/v = vvcpv,

ф у - [
sin trnzx

\ т /cos l
sm nny

( - г ) где vv -  ампли-
J  Lcos d 

туда, v -  обозначает пару чисел m, п.
Для определения среднеэнергетического им­

педанса конструкции zk в к-й частотной полосе со­
поставим величину суммарной энергии колеба­
ния Ек ее мод, резонирующих в полосе возбужде­
ния, выраженную через интенсивность силового

п

воздействия F\ = и через средний по по-
;= 1

— г г—* —/ и 1/2
ния < v* ), поскольку zk = Fk /  ( v 2k )J . Здесь сим­

вол ' обозначает усреднение во времени. Пусть 
в полосу возбуждения попало N  резонансов из- 
гибных мод. В первом случае для определения 
суммарной энергии их колебания Ек удобной вос­
пользоваться формой представления спектраль­
ной плотности энергии каждой моды, предложен­
ной в работе [3]. Считая, что мода может пребы­
вать только в двух энергетических состояниях 
(см. рис. 1): дорезонансном слабо возбужденном 
в диапазоне частот 0 - cov(l -  rjv/2) и резонансном 
возбужденном в диапазоне частот 0^(1 -  цу/2) < 
< со ̂  С0у(1 + ц у/2), характеризуемых постоянными

оспектральными плотностями энергии ev 
можно получить:
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верхности конструкции квадрат скорости колеба-
Рис. 1. Представление частотной зависимости энер­
гии моды в виде слабовозбужденного (дорезонансно­
го) и возбужденного (резонансного) состояний.
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Рис. 2. К расчету суммарной энергии мод колебания 
конструкции, резонирующих в полосе возбуждения.
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-  спектральная плотность энергии v-й моды, 
(Оу = 2я/у, A/v, -  частота резонанса, колеблюща­
яся масса и коэффициент потерь моды, WF -  спе­
ктральная плотность интенсивности возмущаю­
щих сил, принятая для простоты постоянной в по-

п —t
лосе возбуждения WF = Д. (В случае

/= j
возбуждения конструкции давлением, вместо 

xF\ Фу(*,,у,) в выражение (1) должна быть

подставлена величина у)фу(х, y)ds.)
5

В соответствии с теоремой Фостера [1] после 
каждого резонанса должен следовать антирезо­
нанс, с учетом чего полная энергия Ек колебания 
конструкции в к-й полосе частот равна сумме 
энергий резонансных областей мод, попавших в 
полосу, и энергии дорезонансных областей в про­
межутках между резонансами (рис. 2, энергия по- 
слерезонансного состояния моды пренебрежимо 
мала):

Ек = X £v-fvnv + 2 £v

Л Д - ^ Л л
N

N N
N ( 2)

С другой стороны, энергия колебания, выражен­
ная через- средний квадрат скорости, составляет

(3 )
N

где

2 Mv<^> _ _ г

К  = "  < v j > - 2 < v 5 ) .

N

( v l ) -  средний по поверхности конструкции ква­
драт скорости колебания v-й моды, величина ко­
торого зависит от мест приложения возмущаю­
щих сил:

п

( v l )  =
4 X F i  Ф у У . )

< = 1
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zv -  импеданс v-й моды колебания, Мк> ( )  -  пол­
ная колеблющаяся масса конструкции и средний 
суммарный квадрат скорости ее колебания. Сле­
дует учитывать, что определить пространствен­
ные числа т, п мод, формирующих поле вибрации 
конструкции, и места приложения возмущающих 
воздействий на практике не всегда представляет­
ся возможным. Вследствие этого целесообразно 
усреднить в выражениях (1) и (4) места приложе­
ния сил по поверхности конструкции, что дает

п

. J f = l  i=1
Последующая подстановка выражений (1) в урав­
нение (2) и сопоставление его с выражением (3) 
позволяет определить величину среднеэнергети­
ческого входного импеданса конструкции:
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Выражение (5) можно упростить, если учесть, 
что кроме случаев т = О, либо п = 0 колеблющая­
ся масса мод одинакова, A/v = phs/4, и может быть 
принята в качестве колеблющейся массы всех 
мод в к-й полосе возбуждения. При этом из соот­
ношения (3) также получается, что полная колеб­
лющаяся масса конструкции в к-й полосе частот 
равна Мк = Mv. Кроме того, коэффициенты потерь 
ЛУ мод, возбудившихся в полосе, как правило, мало 
отличаются друг от друга и, следовательно, от 
среднего значения коэффициента потерь в полосе, 
а резонансные частоты мод при небольшой шири­
не полосы А <  I незначительно отличаются от ее 
средней частоты/*, так что можно принять \]v »  Т]кУ 
/ у ~fk- С учетом сделанных допущений выражение 
для импеданса принимает вид:

= --------------------■— ~ш -  (6)
п N
4 Дг)

Nr\.

Формула (6) применима вплоть до значения 
N=  Д/тц, при котором плотность резонансов 
столь высока, что резонансные области мод 
приближаются вплотную друг к другу и резонанс­
ный отклик конструкции имеет место практичес­
ки на всех частотах полосы возбуждения. В этом 
случае величина входного импеданса составляет
zk = 2со^Т 1Л/лУтс, что близко к резонансному зна­
чению импеданса каждой моды zv, рез = соуМут]у. 
В случае же, когда в полосе возбуждается лишь 
одна мода колебания (N = 1) при обычно 
выполняющемся условии г\к < А получается zk =
= 2($kMkJr\kA I J n , что совпадает с выражением для
среднеквадратичного в полосе частот импеданса 
моды, полученным в работе [2]. Наконец, при 
N  — -  0 импеданс стремится к величине zk = 
являющейся, таким образом, максимальным зна­
чением среднеэнергетического импеданса. На 
рис. 3 показана закономерность поведения вели­
чины zk в зависимости от доли частотной полосы 
возбуждения, занимаемой резонансными областя­
ми мод, и средней в полосе величины коэффициен­
та потерь г\к. По мере увеличения вклада резонанс­
ных областей мод наблюдается спад величины им­
педанса от максимального значения zk = щМк до
минимального zk = 2(0*М*п*/ J n , причем тем более 
быстрый, чем меньше коэффициент потерь г\к. 
Это происходит потому, что при заданном уровне

Z J  щ м к

Рис. Э. Зависимость величины энергетического импе­
данса конструкции zk от относительной ширины ре­
зонансных областей возбудившихся мод М1/7Л и ве­
личины среднего в полосе коэффициента потерь т\к; 
сок, Мк-  средняя частота полосы возбуждения и ко­
леблющаяся (приведенная) масса конструкции. Кри­
вые 1,2 > 3 соответствуют Т|* = КГ1; КГ2; КГ3.

возбуждения и одинаковой суммарной ширине 
резонансных областей мод Ml*/А энергия их ко­
лебания равна Ец = NE^fk% и, соответственно, ква­
драт скорости колебания пропорциональны ~ 1/тц 
(см. формулы (1), (3)). Данный результат следует 
учитывать, например, при проектировании широ­
кополосной звукоизоляции ограниченных 
преград, величина которой в случае малых внут­
ренних потерь становится незначительной даже 
при небольшом числе резонирующих мод колеба­
ния. Так, при т\к = 10_2в 1/3-октавной полосе частот 
(А -  0.23) достаточно наличия всего лишь трех ре­
зонирующих мод преграды, чтобы ее звукоизоля­
ция уменьшилась на 30 дБ по сравнению с величи­
ной, определяемой законом массы (zk = со*М*).
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Mean-Energy Input Impedance of a Bounded Structure
V. B. Stepanov

The input impedance of a structure is calculated. The impedance connects the value of a stimulus (force or pres­
sure) with the vibration velocity for random excitation in a frequency band. With growing number of resonating 
modes, the impedance decreases from a maximum value, which is determined by the inertial resistance of the 
vibrating (reduced) structure mass, to a minimum that corresponds to the resonance response of the structure at 
all frequencies of the excitation band because this band is densely filled by resonance mode peaks.
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