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Модель тонкого слоя применяется в случае, 
когда в задаче имеется два сильно различающих­
ся по величине характерных пространственных 
масштаба в перпендикулярных направлениях. 
Хорошо известна модель “мелкой воды” для тон­
кого слоя несжимаемой жидкости со свободной 
поверхностью в однородном поле тяжести [1]. 
Для некоторых приложений (например, астрофи­
зические газовые диски) используется модель тон­
кого слоя существенно сжимаемого газа при изу­
чении структур в плоскости системы с пространст­
венными размерами X > 2И (2h -  толщина) [2]. 
Понижение размерности задачи связано с допол­
нительными условиями о симметрии, медленнос­
ти распространения возмущений в плоскости 
слоя по сравнению со временем установления 
равновесия в вертикальном ^-направлении. В мо­
дели тонкого слоя вместо объемной плотности 
5(х, у , z, t) используется поверхностная плотность
а(*, у , t) = JS dz, вместо давления $Р(х, у, z, t) по­

верхностное давление р(х, у, /) =

При изучении газодинамических процессов 
важную роль играет значение показателя адиаба­
ты. От нее зависит скорость звуковой волны cs и 
в целом динамика (в том числе развитие неустой­
чивостей) возмущений. Двумерные модели до­
пускают численное решение газодинамических 
уравнений с учетом реальных внешних полей на 
компьютерах средней мощности и являются чрез­
вычайно популярными. Численные газодинами­
ческие эксперименты показывают, что от значе­
ния показателя адиабаты прежде всего зависит 
возможность установления стационарных тече­
ний с ударными волнами в газовых дисках, 
вращающихся вокруг массивного центрального 
объекта при наличии спутника [3, 4]. Известно, 
что при изучении крупномасштабных структур с 
характерным масштабом, превышающим эффек­
тивную полутолщину слоя А, следует использовать 
плоский показатель адиабаты Г (для изэнтропиче- 
ского процесса р ~ с г)> который отличается от 
величины обычного объемного показателя у. 
Для газового самогравитирующего диска, не на­
ходящегося в поле каких-либо других гравитиру­
ющих масс, связь между Г и у была определена

в работе [5]: Г = 3 -  2/у. В другом предельном слу­
чае, когда легкий газовый диск находится в поле 
массивного тела, следует полагать [6]

В данной заметке обсудим модель тонкого (но ко­
нечного) газового слоя во внешнем гравитацион­
ном поле с учетом газодинамического (pg) и ради­
ационного (рг) давлений, рассмотрим связь между 
Г и у для произвольного значения параметра Р = 
= Pr/(Pr + Pg)-

Для определения плоского показателя адиаба­
ты достаточно ограничиться изэнтропическим 
приближением, поэтому здесь пренебрежем дис­
сипативными процессами. Будем рассматривать 
структуры, пространственные масштабы которых 
велики по сравнению с полутолщиной диска и 
характерное время распространения возмущений 
в плоскости слоя велико по сравнению с временем 
установления равновесия в ̂ -направлении. Модель 
тонкого слоя предусматривает расщепление урав­
нений на “плоские” и “вертикальные”. В силу сде­
ланных выше предположений будем считать, что 
в каждый момент времени в вертикальном на­
правлении устанавливается гидростатическое 
равновесие:

Пусть в области |г| < А потенциал имеет вид1

Ч? = Ф(г) +  1 Q  V .

где г = {х, у ). Для заданного распределения плот­
ности (или других термодинамических величин) 
вдоль z-координаты уравнение (2) можно проинте­
грировать и в результате получить соотношение 
между поверхностными давлением, плотностью а

1 Это выражение справедливо, например, для тонкого газо­
вого диска, находящегося в поле массивного центрального 
объекта, или для газового диска в гравитационном поле 
более толстого звездного галактического диска. В первом 
случае параметр Q есть кеплеровская угловая скорость. 
Во втором случае приближенно можно считать, что газо­
вый диск вращается с угловой скоростью £2.
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и полутолщиной диска h, которое фактически 
является определением h:

р = 2hP = c2Q2oh2, (4)

где p(r, t) = j& d z  = 2hP -  поверхностное давле­
ние, P(r, t) -  среднее no z-координате давление, a 
безразмерный параметр с зависит от детального 
распределения плотности и давления в верти­
кальном направлении.

Для оценок рассмотрим некоторые частные 
случаи. Пусть 5(z) = const при \z\<h, тогда из урав­
нения (2) следует 2?(z) = $*(0) -  8Q.2z2/2  = SP(0)( 1 -  
-  z2/h2) c h2 = 22?(0)/5O2. Сравнивая c (4) получаем 
c2 = 1/3. В другом предельном случае давление и 
плотность пропорциональны ехр(-2z2/h2) с h2 = 
= 42Р(0)/8(0)Г22, что дает с2 = 1/4. Для политропно- 
го закона ~ 8" с п = const имеем ^(z) = 2Р(0)[1 -  
-A (n)z2/h2] ^ - l\  где h2 = В(л)^(0)/8(0)П2, с2 =

-  п / ( п - 1) г , ,  1/1Л-1)
= Г ( 1 - г 2) dz/B(n)jo ( l - z 2) dz,

1 / ( л - 1 )

Д(/г) =

В(п) =

2(п -  1 ) ,  л  < 3 / 2  

1 ,  п  >  3 /2

4 п ,  п < 3 / 2

2"  и > 3/2л -  Г

При таком определении h предельные случаи 
п — ► « и  п — ► 1 соответственно приводят к мо­
делям, рассмотренным выше. При п = 5/3 получа­
ем с1 = 1/6. Как видим, в достаточно общем случае 
параметр с2 лежит в не очень широких пределах. 
Предположение о степенной зависимости давле­
ния от плотности в вертикальном направлении не 
сильно сказывается на величине с2. В любом слу­
чае данная неопределенность слабо влияет на ди­
намику малых возмущений в бездиссипативном 
пределе. Во многих важных случаях (например, 
для астрофизических дисков) в вертикальном на­
правлении происходит перенос тепла, тем самым, 
связь типа 2? ~ 8" является локальной для фикси­
рованных координат л: и у, и величина с может за­
висеть от х и у.

Закон сохранения вещества для тонкого газо­
вого слоя имеет вид

Эо
Э7

+ V(ou) = О, (5)

где V = {д/дх, д/ду}, г = [х,у], u =  {и, v} -  вектор 
скорости в плоскости ху. Проинтегрируем урав­
нение Эйлера

8 ( ^ + ( u V ) u )  = -VS/* - 6 V T (6)

по z-координате. В результате с учетом 2P(z = ±h) = 
= 0 и соотношения (3) получим

_  У рЭи _ ч
+ ( u V) u  = -

Эг о
у  (У Г

_ У Ф - - ^ — j s z2dz. (7)
2 с  

1Последнее слагаемое в (7) равно -  c(cft2V£22 (с, = 

= const, с, s  1), принимая во внимание соотноше-

ние (3), его можно переписать в виде —^ -  Vln£22.
2с2 ст

Дополним систему (2), (5), (7) законом сохра­
нения энергии. Будем считать, что изменение 
внутренней энергии £ происходит за счет работы 
сил давления

</(е/5 )  _<3>db
dt §2 d t '  ( '

здесь d/dt = d/dt + (uV) + wd/dz, w -  вертикальная 
компонента скорости. Умножим (8) на bdz и про­
интегрируем по z-координате в пределах от -h (r , Z) 
до h{г, Г). С учетом выполнения <3>(±h) = e(±h) = 0, 
9>(-z) = P(z), e(-z) = e(z), M±h) = ±dh/dt, p  = 2hP,
c  = j h_h 5dz получаем

+ р^Ь. + V (uh(E + P)) -  u V(PA) = 0, (9) 
dt at

здесь d/dt = d/dt + (uV), £(r, t) -  средняя плотность 
тепловой энергии в слое. Указанные выше усло­
вия на границах (z = ±h) и симметрия распределе­
ния плотности вещества (и других термодинами­
ческих величин) относительно плоскости z = 0 
существенно использовались при выводе уравне­
ние (4), (7), (9). Тем самым рассматриваются дви­
жения, соответствующие пинч-моде, когда обе 
границы слоя находятся в противофазе, центр 
массы не смещается и изгибные моды не учиты­
ваются.

Наряду с газодинамическим давлением Рк бу­
дем учитывать давление излучения Рг:

р к 1 + Р(3у- 4)
Е = — + ЪРГ = ---- — \------Р ,

у - 1  - Y - 1
(Ю)

где Р = Pr/P, Р = Pr + у -  объемный показатель 
адиабаты. Используя (2), (10) и уравнение непре­
рывности (5), запишем уравнение (9) относитель­
но поверхностного давления

Эр‘ + о + 7 ^ 2Эг
X

( 11)

х +  +  = ГГГТ -у Ц (и У )с 2ф 2.dt 1  у  + 1 е й

В случае с£2 *■ const даже в приближении чисто 
газового или радиационного давления адиабатич- 
ность невозможна. Этот эффект легко понять,
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поскольку соотношение (4) играет роль уравне­
ния состояния для “плоских” величин р  и a , a h2 
имеет смысл температуры. В случае Q Ф const 
имеется явная зависимость в уравнении состояния 
от пространственных координат, что и дает не- 
адиабатичность. Однако если можно пренебречь 
указанной неоднородностью, то можно рассмат­
ривать адиабатические движения и ввести плос­
кий показатель адиабаты. В предельном случае 
Рг ^  Р8 уравнение (11) приводит к соотношению (1). 
В обратном пределе р г > pg из равенства нулю фи­
гурной скобки в (11) следует Г = 9/7. Поскольку 
для излучения у = 4/3, то справедливой остается 
формула (1).

Заметим, что рассмотренные выше предельные 
результаты (см. формулу (1)) легко получить, если 
перейти в выражении для энтропии 5 -  1п(Р/р/) к 
поверхностным величинам р = 2hP, а  = 2йр с уче­
том (4) (здесь р -  среднее по z-координате). В итоге 
имеем s ~ In(р/о1)  с Г, определяемой формулой (1).

При произвольном значении параметра (3 = 
= рг!р выражение для плоского показателя адиа­
баты можно получить, изучая динамику малых 
возмущений на фоне равновесного однородного 
состояния. Запишем линеаризованную систему 
уравнений (5), (7), (9) с учетом (4), (10) для возму­
щений вида ехр(-/со/ + /кг):

- cog, + G0ku, = 0, (12)

-  соо0ки, +&2р, = 0, (13)

(а2- 2 а , )  — - я 2— + 2 —ки, = 0, (14)
ио Р о ш

где к  = [кх9 ку) -  волновой вектор, со -  собственная 
частота, индексом “1” помечены амплитуды воз­
мущений скорости, поверхностной плотности и 
давления, а “0” -  их равновесные величины, а { =
= 1 + 3(30 + 4 (3 у - 4)pJ, а 2 = (1 + З Р о )(1  + у) + (Зу -  
-  4)р0(9 -  р0), аъ = (р„(3у- 4) + у)(1 + 3(30). Условие 
существования нетривиальных решений системы 
(12) - (14) приводит к дисперсионному соотноше-
нию для звуковых волн со2 = csk \  сх = Гр0/а 0 -  ско­
рость распространения звуковой волны, а величина

играет роль эффективного плоского показателя 
адиабаты и соответствует стандартному опреде-

Э In р
лению Г = ( gjn g ) • Подчеркнем, что дисперси­

онное уравнение получено в рамках двух прибли­
жений: 1) ВКБ-приближение дает ограничение 
k L >  1 (L  = min{|Vln£2|-1, |V lncTol-1, IVlnpol"1!);
2) использование модели тонкого диска требует 
для длины волны h. При у > 4/3 учет давления 
излучения (р > 0) приводит к монотонному умень­
шению величины Г. При у < 4/3 выполняется 
условие Г < 9/7, зависимость Г(р) не монотонна -  
имеется минимум. Этот результат аналогичен из­
вестному эффекту: скорость звука в жидкости, 
содержащей газовые пузырьки, меньше и скоро­
сти звука в газе и скорости звука в жидкости 7]. 
В случае выполнения у < 1 + ({3 -  Р2)/(6р -  Зр2 + 1) 
значение плоского показателя адиабаты оказы­
вается меньше единицы. Для у <  1 + ( 5 р - 2 -  
-  Зр2)/(42Р + 3 -  9р2) имеем Г < 0, что свидетельст­
вует о возникновении неустойчивых решений 
(Imco > 0), когда с ростом поверхностной плотности 
величина поверхностного давления уменьшается.

Автор благодарен И.Г. Коваленко за полез­
ные обсуждения и А.М. Фридману за лекцию в 
ноябре 1993 г.
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