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Исследована взаимосвязь лучевого и модового представлений поля в плоскослоистом волноводе и 
в волноводе с крупномасштабными неоднородностями показателя преломления. Показано, что 
вариации амплитуд мод непрерывного спектра под влиянием неоднородностей среды могут быть 
описаны с помощью соотношений, аналогичных хорошо известным формулам геометрической оп­
тики. Предлагаемый подход может быть использован для описания флуктуаций поля не только в 
регулярных точках волновода, но и на каустиках.

Описание полей в многомодовых волноводах с 
крупномасштабными неоднородностями показа­
теля преломления в значительной мере базирует­
ся на использовании метода нормальных волн 
(модовый подход) и метода геометрической опти­
ки (лучевой подход). Первый из них, имея гораздо 
более широкую область применимости, обычно 
требует использования громоздкого математиче­
ского формализма и заметно уступает второму в 
простоте и физической наглядности. Для преодо­
ления этого недостатка модового подхода в рабо­
тах [1,2] предложен приближенный метод описа­
ния поля, в рамках которого вариации амплитуд 
мод дискретного спектра удается выразить с по­
мощью соотношений, полностью аналогичных 
известным выражениям, полученным в рамках 
обычного лучевого подхода и метода плавных 
возмущений.

Основной целью данной статьи является обоб­
щение некоторых результатов указанных работ 
на случай мод непрерывного спектра. Здесь пред­
ложен математический формализм для перевода 
друг/в друга модового и лучевого представлений 
поля в плоскослоистом акустическом волноводе 
и в волноводе с крупномасштабными неоднород­
ностями показателя преломления (известное пре­
образование, базирующееся на формуле сумми­
рования Пуассона, которое используется при ана­
лизе мод дискретного спектра [3, 4], к модам 
непрерывного спектра неприменимо). Выраже­
ние для модового представления поля в случайно­
неоднородном волноводе приведено к форме, 
удобной для последующего статистического ус­
реднения. При этом влияние неоднородностей 
среды учитывается с помощью простых лучевых 
формул.

Для упрощения выкладок ограничимся рас­
смотрением двумерной задачи. Введем декартову 
систему координат (х, z }, где х будем называть 
продольной координатой, a z - поперечной. Пусть 
невозмущенный акустический волновод пред­
ставляет собой жидкий слой 0 < z < А, лежащий на 
жидком полупространстве z > h (см. рисунок). 
Границу слоя z = 0 полагаем абсолютно мягкой. 
Внутри слоя 0 < z ^ h  показатель преломления ме­
няется по закону n(z), а в полупространстве z > h 
он постоянен и равен л0. Зависимость плотности 
от координаты имеет вид:

Р (z) =
р0, при 0 <z <h  

р, при z >h.

Поле возбуждается тональным точечным 
источником, расположенным в точке (0, zq)-

ОД)

Т и п и ч н ы е  т р а е к т о р и и  м о д о в ы х  л у ч е й  в  в о л н о в о д е , 
п р е д с т а в л я ю щ е м  с о б о й  и з о с к о р о с т н о й  ж и д к и й  с л о й  
О <  z  < h , л е ж а щ и й  н а  ж и д к о м  п о л у п р о с т р а н с т в е  z  >  h.

4 0



А Н А ЛО Г М ЕТОДА ГЕОМ ЕТРИЧЕСКОЙ О П ТИ К И  ДЛЯ О П И СА Н И Я ФЛУКТУАЦИЙ 41

При этом давление в среде задается уравнением 
Гельмгольца

д Р + —? + k2n{z)p  = 8(x)8(z-z0), (1)
д х А д  z

где к  -  волновое число при п  = 1. Комплексная 
амплитуда поля давления р { х у z )  может быть пред­
ставлена в виде разложения по нормальным мо­
дам. В дальнейшем, не оговаривая этого каждый 
раз особо, под р ( х у z )  будем понимать лишь ту 
часть разложения, которая описывает вклады 
мод непрерывного спектра. Соответствующие 
собственные функции (р(z, являются решения­
ми краевой задачи

Э2Ф Э2ср
+ — 1 + *V(z)q> = к % \ р,2*2

(2)
д х '  d z

где произведение задает продольное собствен­
ное число моды. Собственные функции обраща­
ются в нуль на свободной границе z  = 0  и  удовле­
творяют следующим условиям непрерывности на 
границе раздела z  = h:

, , i Э(р
Ф'Л+0 = Ф'а- о* «Р dz /1-0

j_  Эср

Ро
(3)

h + 0
Собственные функции ортогональны и условие 
их нормировки выражается соотношением

оо

J
о

d z
<P(z, 5)Ф(г, 5')

Р(г)
= 5 ( ^ - 0 . (4)

При этом поле давления в модовом представле­
нии имеет вид:

p(x,z) =
1

1
<p(z0, 5)Ф(г, 5)е'**Ы (5)

2 i k p { z 0)

Интегрирование ведется здесь по всему интервалу 
значений продольных волновых чисел, отвечаю­
щих модам непрерывного спектра. Далее ограни­
чимся анализом ситуации, когда x > O h O<Zo<^.

Приведем явные выражения для собственных 
функций'в приближении ВКБ [3]. Полагая для 
простоты, что моды не имеют точек заворота 
внутри слоя 0 < z  ^  h,  получаем

А  sin ( k J ( z , Q ) ,  при 0 < z < h y

ФЬ, £> =
J y ( z ,  £,)

В  sin ( k y 0( Q  ( z -  h ) )  +

+ C cos (Л у Д )  ( z - h ) ) 9 при z > h .ч
Здесь использованы следующие обозначения:

y(z, О  = J n \ z ) - £ ,  Y0(5) =  J n l  -  42,
Z

j ( z ,  5) = J y( z ,  Q d z .

О

Из граничных условий (3) находим соотношения, 
связывающие величины А, В и С:

В  = — — cos ( к  1 / 2 ) ,  С  = _ А .  s in (m ) ,
mYo(5) J t h ,  4) (6)

где
п

т  = 2 \ J n \ z ) - $ d z , т  —

о Ро
Для отыскания явного выражения для А  вос­
пользуемся условием нормировки (4). И з него 
следует [5, 6]:

в 1 + с 2 !  2 ^ р »*
*Y0(5) ‘

Подставляя сюда выражения для В и С из (6), по­
лучаем

л 2 = 2^рк 1 -  V

п  l +  V̂  +  2Vcos ( к Г ) ’
(7)

где

45) =
у(И, £) -  mY0(5)

(8)
y (h , +  mY0(5)'

Определенная таким образом функция V(^) пред­
ставляет собой (см. [3]) коэффициент отражения 
волны с продольным волновым числом к£;У пада­
ющей на границу раздела z  = h  из слоя 0 < z  < h.  
Эту функцию можно также интерпретировать 
как коэффициент отражения луча, траектория 
которого в слое 0 < z  < h  подчиняется закону 
Снеллиуса £, = n(z)cos9, где 0 -  угол скольжения.

Кратко обсудим смысл полученных соотноше­
ний. Явное выражение для функции (f>(z, £>) свиде­
тельствует, что в слое 0 < z < h  мода формируется 
двумя квазиплоскими волнами (их углы скольже­
ния 0 как функции поперечной координаты г 
определяются равенством ^ = n(z)cos(0)), а в по­
лупространстве z  ^  h  она формируется двумя пло­
скими волнами (с углами скольжения, удовлетво­
ряющими условию £ = nocos(0)). Н а первый взгляд 
кажется странным наличие здесь плоской волны, 
приходящей из бесконечности. Ведь моды непре­
рывного спектра описывают уход энергии из вол­
новода и было бы естественно ожидать, что при 
z  — *- 00 мода должна представлять собой волну, 
бегущую в сторону возрастающих z. О бъясне­
ние этого кажущегося противоречия (см., напри­
мер, [5, 6]) заклю чается в следующем. Одна мода 
не может быть возбуждена конечным источни­
ком. Любое реальное волновое поле описывается 
совокупностью мод непрерывного спектра. При 
их суммировании вклады приходящих из беско­
нечности плоских волн пропадают. Приводимые 
ниже соотношения позволяют проследить ф ор­
мальную сторону этого процесса применительно
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к рассматриваемой нами ситуации, когда поле 
возбуждается точечным источником.

Нашей ближайшей целью является переход от 
модового представления поля (5) к лучевому. Для 
этого воспользуемся явными выражениями для 
собственных функций cp(z, и выражением (7) 
для коэффициента А. Последнее преобразуем с 
помощью формулы [7]

1 - а
1 -  2acos0 +  a

= 1 +2(flcos0 + <z2cos26 + tf3cos30 + ...),
играющей здесь роль во многом аналогичную той, 
которую играет формула суммирования Пуассона 
при переходе от модового представления поля к 
лучевому для мод дискретного спектра [1 - 4]. 
Каждую собственную функцию разобьем на сум­
му двух компонент

<p(z.$) = <P+fc 5) + <p"fc£), (9)
где ср+ (ф") задает волну, распространяющуюся в 
направлении возрастания (убывания) поперечной 
координаты z. В слое 0 < z < А имеем

q>*fcQ =
2ijy(z,

а в полупространстве z > /г с учетом (6) и (8) -

Ф+(г, 4) =
2 ijy iz , Z,)

^ / 1 ikl/2 , V -ikI/2 л iky0(t,)(z-h) 
x ( \ ^ v e + T = v e )e

Выражения для функции ф~(z, £) связаны с 
приведенными выше соотношениями условием 
ф- = (ф+)*, где символ * означает комплексное со­
пряжение.

Используя полученные выражения, предста­
вим поле давления в слое 0 < z ^  h в виде:

Р(*’Z) = 4  ̂ X  «Р1
dZ,

а, Р.ЛГ Jy(z0, Z,)y(z, §)
( - v ) V '4 ( iO )

где
= к [ a J(z0, $) + p7(z, £) + N m  + & ] .

Переменные а , P и /V, по которым в (10) ведется 
суммирование, принимают следующие значения: 
а  = ±1, P = ±1,N = 0 ,1,. . Выражение для поля 
в полупространстве z > h может быть представле­
но в аналогичной форме:

d t

cx,N (11)

x ( - V ) " - '( l  +

где
Q.N = к [aJ(z0, £) + у Д )  (z -  h) +

+ (2N- \)I(Q/2 + %x ].
Здесь a  = ± 1, N  = 1 ,2 ,..., При выводе этих фор­
мул были отброшены все слагаемые, содержа­
щие множители типа которые не дают
вклада при переходе к лучевому представлению 
поля (см. ниже).

Каждое слагаемое в суммах (10) и (11) допуска­
ет простую физическую интерпретацию. Так сла­
гаемое с индексами а , р и N  в (10) описывает 
вклады волн, N раз отразившихся от границы раз­
дела z — h. При этом значения индексов а  и Р оп­
ределяют знаки углов выходов данных волн из ис­
точника и приходов их в приемник: a  = 1 (a  = -1 ) 
отвечает волнам, вышедшим из источника в на­
правлении границы z = 0 (г = /г); р = 1 (р = -1 )  от­
вечает волнам, приходящим в источник со сторо­
ны границы z = 0 (z = h). Слагаемое с индексами а, 
N в (11) описывает вклады волн, N  раз отразив­
шихся от границы раздела z = Л и один раз прело­
мившихся на этой границе. Амплитудный множи­
тель (1 + V(£)) равен коэффициенту прохождения 
волны с проекцией волнового вектора на ось х 
равной кЬ, [3]. Индекс а , как и в соотношении (10), 
определяет знаки углов выходов волн из источни­
ка. Обратим внимание, что волн, приходящих из 
бесконечности, в приведенном выражении уже нет.

Переход к лучевому представлению поля осу­
ществляется путем вычисления интегралов в (10) 
и (11) методом стационарной фазы. При отыска­
нии точек стационарной фазы воспользуемся со­
отношениями

э / f c o  п . ъ  d m= -D (z,S); —пг- = -О Д ) ,
dZ,

где фигурирующие в правых частях функции 
D(z, Ь  и Dc(c,) имеют следующий смысл [1 - 3]. 
Функция D(z, Z,) представляет собой расстояние 
вдоль оси х, которое проходит траектория луча в 
слое 0 < z< h  (уравнение траектории задается зако­
ном Снеллиуса £ = n(z)cos9, где 9 -  угол скольже­
ния) от точки с координатой z до мягкой границы 
г = 0 (см. рисунок). Величина £>Д) = 2D(h, £) равна 
длине цикла луча. С помощью данных соотноше­
ний получаем

ЭФ„
г  = k ( x - r u(z,Z,)), ( 12)

дП
дS-  = k ( x - r / z ,& ) , (13)

где

Ф Л )  = aD(z0,Z,) + pD (z,fy + ND m >

r /z ,  О = a D(z0, $) + (z - h ) +  m m .
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Функция ф ,  О  задает траекторию луча в слое 
О < z ^ К  вышедшего из источника под углом 
скольжения 0О, удовлетворяющим соотношению 
£ = n(z0)cos0o. Аналогичный смысл имеет и функ­
ция r /z , £) с тем лишь отличием, что она задает 
траекторию луча, который после преломления на 
границе z = h выходит в полупространство z > h. 
Согласно (12) и (13) точки стационарной фазы для 
интегралов из (10) и (11) находятся из уравнений

X = Ф ,  0 (14)

* II с • (15)
В соответствии с вышесказанным, при фиксиро­
ванных х и z эти уравнения выделяют те значе­
ния £, а, следовательно, и величины углов выхода 
из источника, которые отвечают геометроопти­
ческим лучам, попадающим в точку (х, z). Легко 
показать, что отброшенные при выводе соотно­
шений (10) и (11) слагаемые, содержащие множи­
тели £-,Ш(Ч при вычислении интегралов методом 
стационарной фазы не дают вклада.

После вычисления интегралов приходим к 
обычному лучевому представлению поля (см., на­
пример, [3, 8]):

р(х, z) = (16)
/

где суммирование идет по всем лучам, попадаю­
щим в точку наблюдения (х , z). Явные выражения 
для амплитуды /?, и фазы Х¥ 1 луча в слое 0 < z < h 
имеют вид:

Теперь обратимся к анализу поля в волноводе 
с крупномасштабными неоднородностями пока­
зателя преломления. В модели среды, о которой 
шла речь до сих пор, введем малую добавку к по­
казателю преломления Ьп(х> z) <  1, зависящую от 
обеих координат. Уравнение Гельмгольца при 
этом приобретает вид:

Э2 Э2
г ц  + ~ А  + k\ n\ z )  + 2n(z)6n(x, z))p = 
o x  dz (1")

Влияние крупномасштабных неоднородностей 
наиболее просто может быть учтено в рамках лу­
чевого подхода. Соответствующая процедура, 
описанная, например, в работах [9, 10] (там же 
указаны и границы применимости рассматривае­
мого приближения), сводится к введению в (16) 
специальных добавок к невозмущенным фазам 
лучей (17) и (18). Более конкретно, к фазе /-го 
луча следует прибавить

где интегрирование ведется вдоль невозмущен­
ной лучевой траектории Г/, a ds представляет со­
бой элемент длины дуги.

Получающееся выражение для комплексной 
амплитуды поля р(х, z) разложим по собственным 
функциям невозмущенной краевой задачи (2). 
В соответствии с (4) искомое разложение дается 
формулами

= 5(*)5(z-z0).

R ,=
/<хр(—V)

N

Snk u
dl;

Y(z0, O y(z, О

¥ ,  = * [ аУ(г0, О  + p./(z, 4) + N1(0 + & ] -
n dr  (17)

- j S S M g j ) .

Функция sgn(a) задает знак аргумента а. В полу­
пространстве z > h эти выражения переходят в

/?, =
/ « ( - v f - ' o - v )

Snk
К

Y(z0. O r (г, О

И

¥, = *  [a J(z0, о  + у0(О ( z - h )  +
п

+ ( 2 N -  1 )1 /2  + & ]  —- s g n ( ^ ) .
(18)

Отметим, что в приведенных формулах параметр 
£ следует рассматривать как функцию координат 
точки наблюдения х и  z- Зависимость q(x> z) опре­
деляется из уравнений (14) и (15).

p(x,z) = J^/7(*,£)(p(z,£),

где
GO

Г К Рч г , p(x,z)y(z,0 Щх, В  = ]iz—  -z -  .
о

При вычислении интеграла (22) вновь воспользу­
емся методом стационарной фазы. Не останавли­
ваясь подробно на деталях вычислений, отметим 
несколько наиболее существенных моментов.

Фигурирующую в (22) функцию ф(г, £) вновь 
разобьем на сумму двух слагаемых согласно (9). 
При этом числитель подынтегрального выраже­
ния будет представлять собой сумму слагаемых, 
фазы которых имеют вид X, + ЧК, ± kJ(z, £,). Для 
отыскания точек стационарной фазы следует 
продифференцировать эти фазы по координате z. 
Производной от X/ при этом мы будем пренебре­
гать. Дело в том, что в окрестности точки стаци­
онарной фазы, существенной для интегрирова­
ния, (как нетрудно показать, она имеет размер по­
рядка радиуса первой зоны Френеля /-го луча) 
добавка к фазе луча меняется на величину АХ/ тс. 
Выполнение этого неравенства является необхо­
димым условием применимости используемого

(21)

(22)
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здесь лучевого представления поля [9, 10]. При 
дифференцировании фаз Ч',, воспользуемся соот­
ношениями (17) и (18) и учтем, что, как отмеча­
лось ранее, фигурирующие в данных формулах 
величины £ являются функциями координат xu z-  
При этом

сГ¥1 _  ЭЧ>,
э1 + _э Г

В силу определения функции £(.*, z) первое слага­
емое в правой части тождественно равно нулю.

С учетом всего сказанного уравнения для на­
хождения точек стационарной фазы могут быть 
представлены в форме: ay(z, z)) ± У(г, %)•
Вследствие монотонности функции y(z, £) по вто­
рому аргументу точка стационарной фазы опре­
деляется из условия равенства задаваемой урав­
нениями (14) и (15) функции £(дг, z) параметру рас­
сматриваемой моды Это означает, что точка 
стационарной фазы лежит на пересечении линии 
х  = const и траектории геометрооптического луча 
с углом выхода из источника 0О, удовлетворяю­
щим условию n(z0)cos0o = Каждой моде отвеча­
ют несколько таких лучей, которые по аналогии 
со случаем мод дискретного спектра мы будем на­
зывать модовыми. В непосредственной близости 
от источника каждой моде отвечают всего два 
модовых луча (их углы выходов различаются зна­
ком). Однако при “соударении” с границей разде­
ла z = И каждый из них “раздваивается”: наряду с 
отраженным появляется луч, прошедший внутрь 
полупространства z> И. На рисунке сплошной ли­
нией показан модовый луч, вышедший из источ­
ника в направлении мягкой границы z = 0 и рас­
пространяющийся внутри слоя 0 < z ^ А. Участки 
лучевых траекторий в полупространстве z > А, на­
чинающиеся в точках отражения “исходного” 
луча от границы раздела, показаны пунктирными 
линиями. Пересечения модовых лучей с верти­
кальной линией х = const задают точки стационар­
ной фазы 0, ..., 3. Таким образом, среди всех ин­
тегралов, на которые разобьется правая часть 
(22) после подстановки туда лучевого представле­
ния функции р(х, z), ненулевой (в рамках прибли­
жения метода стационарной фазы) вклад дадут 
только те слагаемые, которые описывают при­
ходы модовых лучей.

Опуская несколько громоздкие, хотя и не­
сложные выкладки, приведем окончательный ре­
зультат. После вычисления интеграла (22) и под­
становки полученного выражения в (21), находим 
модовое представление поля в форме

(23)

+ Q~(x, £)<p"(z0, О ] Ф(г, k )e kkx,

где 24* , £) -  функции, выражающие зависимость 
амплитуды моды от дистанции, обусловленную

влиянием неоднородностей. Явные выражения 
для них имеют вид:

Q \x ,  $) = (1 + Veikl) е'кХ' -  (Veik'  + V V й )  +
(24)

+ •.. + (-1  )■" ( V * -1 е1Ш~ 1)1 + V1V м ") e,u * -

V V ^ .

Функция <2+ (2~) учитывает вклады модовых лу­
чей, вышедших из источника в направлении
границы z = 0 (г = А). При этом величины X j (XJ ) 
задают набеги фазы, вдоль данных лучей. Они 
определяются интегралами (20). Индексы / = 0 от­
носятся к траекториям двух модовых лучей, рас­
пространяющихся внутри слоя 0 < z < А. Один из 
них, выкалывающий точку стационарной фазы 0, 
показан на рисунке. Индексы / > 0 относятся к лу­
чам, которые после /-кратного отражения от 
границы раздела z = А прошли внутрь полупрост­
ранства z>h. Траектория каждого из таких лучей, 
до точки его входа в полупространство z > А сов­
падает с траекторией одного из модовых лучей с 
индексом I = 0 (на рисунке это лучи, выкалываю­
щие точки стационарной фазы 7, 2 и 3). Обратим 
внимание, что в невозмущенном волноводе (бп = 0) 
имеет место равенство 2 +(x, t )  = Q~(x, ^) = 1 и соот­
ношение (23), как и должно быть, переходит в (5).

Функции 2 1 на длинных трассах формально 
могут быть представлены суммами большого 
числа слагаемых. Однако, поскольку V < 1, 
вклады слагаемых с большими значениями пара­
метра N  пренебрежимо малы.

Интересная особенность формулы (23) заклю­
чается в следующем. Несмотря на то, что каждая 
мода “занимает” всю полубесконечную область 
z > 0, ее вариации определяются лишь теми неод­
нородностями среды, которые пересекаются со­
ответствующими модовыми лучами. Аналогич­
ная ситуация имеет место и для мод дискретного 
спектра. Физическая интерпретация этого эф­
фекта дана в работах [1,2].

Формулы (23) и (24) выражают основной ре­
зультат данной работы. С их помощью вычисле­
ние статистических характеристик амплитуд мод, 
включая и расчет межмодовых корреляций, мо­
жет быть выполнено с использованием тех хоро­
шо известных формул геометрической оптики, 
которые обычно применяются для вычисления 
статистических характеристик комплексных амп­
литуд лучей [9, 10]. Прежде всего здесь имеются в 
виду формулы для расчета первых двух статисти­
ческих моментов. Вместе с тем, предлагаемый 
подход, в отличие от обычной геометрической 
оптики, в равной мере пригоден для описания 
флуктуаций поля как в регулярных точках волно­
вода, так и на каустиках, не являющихся с точки 
зрения модового представления особыми облас-
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тями. Тот факт, что соотношения (23) и (24) 
выводятся здесь, исходя из лучевого представле­
ния поля, неприменимого в окрестностях каус­
тик, не противоречит высказанному утвержде­
нию. Всегда можно считать, что вычисление ин­
теграла (22) проводится при таких значениях 
координаты x f при которых соответствующие мо- 
довые лучи находятся достаточно далеко от каус­
тик. С другой стороны, при описании эволюции 
поля на участке волновода между х и х  + Ах влия­
нием флуктуирующей компоненты показателя 
преломления 5п можно пренебречь, если случай­
ные набеги фаз вдоль лучей (см. (20)) на данном 
интервале много меньше л. Поэтому ясно, что 
формула (23) применима и на каустике, когда до­
пустимое значение Ах превышает размер каусти­
ческой области. В силу малости 5л приведенное 
условие практически не вносит дополнительных 
ограничений на применимость полученных ре­
зультатов.

В заключение отметим, что модовое представ­
ление поля в волноводе с крупномасштабными 
неоднородностями показателя преломления (23) 
может быть переведено в лучевое представление 
(16) в полной аналогии с тем, как это было сдела­
но в первой части данной работы применительно 
к невозмущенному волноводу.

Работа выполнена по гранту 94-02-04545 
Фонда фундаментальных исследований Россий­
ской академии наук.
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An Acoustical Analog of Geometrical Optics for Fluctuations 
of Continuous-Spectrum Modes in a Waveguide

A. L. Virovlyanskii
This paper studies the interconnection of the ray and mode representations of the field in a plane stratified 
waveguide with large-scale refractive index irregularities. It demonstrates that the variation of continuous-spec­
trum mode amplitudes caused by medium inhomogeneities can be described by relationships similar to the well 
known geometrical optics formulations. This approach may be used for the description of the field fluctuation 
not only in regular points of the waveguide but also at caustics.
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