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Представлена методика качественного и количественного анализа дисперсионных уравнений, поз­
воляющая сформулировать для материалов орторомбического класса ряд свойств распределения 
дисперсионных кривых в зависимости от направления распространения плоских гармонических 
волн. Приведены результаты численных исследований дисперсионных характеристик для закреп­
ленного по граням волновода из кристалла сегнетовой соли.

Нормальные волны в изотропном слое с одно­
родными кинематическими условиями на одной 
либо обеих граничных поверхностях, а также в 
закрепленном по границе цилиндре исследова­
лись в работах [1 - 4].

Один из выводов этих работ состоит в необхо­
димости качественного аналитического исследо­
вания дисперсионного соотношения и порождаю­
щей его спектральной задачи, без которого суще­
ственно усложняется прямой численный анализ 
дисперсионного уравнения, особенно в областях 
асимптотического поведения дисперсионных 
кривых, зонах их сближения, расталкивания и 
взаимопревращения. В еще большей мере это от­
носится к многофакторным задачам анализа нор­
мальных волн в низкосимметричном анизотроп­
ном слое. Некоторые результаты, полученные 
для частных материалов и направлений распрост­
ранения [5, 6], оставляют открытыми вопросы 
поиска качественных закономерностей распреде­
ления дисперсионных кривых, сохраняющих 
общность хотя бы для достаточно большого 
круга материалов, относящихся к определенному 
классу упругой симметрии. Для свободного пря- 
молинейно-ортотропного слоя некоторые ка­
чественные выводы относительно структуры 
дисперсионного спектра волн с произвольным 
направлением распространения получены в рабо­
тах [7 - 10].

В данной работе рассматривается методика 
обобщенного качественного анализа дисперсион­
ного уравнения для прямолинейно-ортотропных 
волноводов с однородными условиями первого 
основного типа на гранях и некоторые результа­
ты расчетов характеристик нормальных волн в 
кристалле сегнетовой соли.

Исследуемая форма дисперсионных соотноше­
ний для анизотропного слоя |х3| < /г, характеризую­

щегося матрицей упругих постоянных Cpq (ру q =
= 1,6) и плотностью р, находится в результате 
подстановки выражений компонент вектора уп­
ругих смещений вида

u j(х„ хь  х3, г) = / ( л 3)ехрг'(т(/|Х1 + l2x 2) -  <ot); (1) 

в однородные краевые условия

u*(Xl,x2,±h,t)  = 0, 0' = Г З ) .  (2)

В представлениях (1), удовлетворяющих уравне­
ниям движения ортотропного упругого тела [9]: 
со, у -  круговая частота и волновое число нор­
мальной волны; /, = coscp, /2 = sin<p -  компоненты
вектора волновой нормали /; ф -угол  между осью
Охх и волновой нормалью; цт = - i k m; Хт9 а ;<т) ( т  =

= 1,3) -  соответственно собственные числа и 
компоненты собственных векторов матрицы 
Кристоффеля [7]. Выражения с индексами “+” и 

описывают симметричные и антисимметрич­
ные по х3 волновые движения:

if]  (*з)* ^2 (*з) ’ /з С*з) }

(m) ^ 2 т  COS Hm*3 
а 2

А 2 т  Sin [lnfy

^ImCOS \lmXi
У

^ImSin Цт*3 

(«) AL s in p m*3 1 (3) 

^3mcos p m*3

При ориентации вектора волновой нормали 
вдоль произвольного направления, несовпадаю­
щего с координатными осями, симметричные и 
антисимметричные нормальные волны являются 
трехпарциальными. Для упруго-эквивалентных 
направлений анализируемые волновые движе­
ния распадаются на независимые однопарциаль­
ные SW-волны и двухпарциальные P-SV-волны.
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Рис. 1. Дисперсионные спектры симметричных нормальных волн в слое кристалла сегнетовой соли для направлений 
ф = 0° (а) и ф = 90° (б).

Дисперсионные зависимости для симметричных и 
антисимметричных 5Я-волн определяются явны­
ми соотношениями:

(у*)2 = (рсо2 -  C57 tW / «2)/C6;
п+= 1 ,2 , . . . ;  п ~ - (2 п +  1)/2 ; п =  0, 1,2, ...

Дисперсионные уравнения для P-SV-волн мо­
гут быть представлены в виде:

ic j'sinQ i.^cosO i^)- к * cos(|i.,/z)sm(ji2/i) = 0. (4)

Здесь = к2 = ( ц } - а м) / ц , ;  к2 = к] =
2

= (|А2 -  а п ) / | i 2; |i, 2 -  корни характеристическо­
го уравнения

|Х4 -  р|Х2 + q = 0, (5)
коэффициенты которого вычисляются по фор­
мулам

Р ~ а \\ + Д22 “  012̂ 21; Я -  аПа22> 
а п = (рсо2 - С |у2)/С3; а,2 = iy(C3 + С4)/С3;

а22 = (рш2 -  C3f ) /C 2; a2I = iy(C3 + С4)/С2;
где С, - Сгг, С2 = С33, С3 = С6_г 6_„ С4 = Сг3, С5 = 
= C3+r 3+пС6 = С66; r = 1 для(р = 0 °и г  = 2дляф = 90°.

Установлено, что некоторые принципиальные 
особенности распределения дисперсионных 
кривых P-SV-мод, в частности в коротковолно­
вом диапазоне, могут быть описаны примени­
тельно к волноводам из любых материалов орто­
ромбического класса на основе качественного 
анализа дисперсионных соотношений, построен­
ных для кратных корней характеристического 
уравнения. Условия существования кратных кор­
ней уравнения (5) имеют вид со = vy, где значения 
v  определяются из равенства нулю свободного 
члена (q = 0) характеристического уравнения и из 
условия равенства нулю дискриминанта уравне­
ния (5), которое может быть представлено в виде:

d x v4 + d2v 1 + d3 = 0, • (6)

где

d, = С ,- 4 С ,С 2С32; 
d2 = 2p(Cj(C2 + С3) + 2С2С3(С| + С3))‘,

d3 = р\ с 2 -  С3)2; С, = (2С3 + С4) С4 -  С ,С2.

Из условия q = 0 устанавливается v  = vj, = 
= (с/р)1/2 и v  = vjV = (С3/р ) |/2, а уравнение (6) для 
всех ортотропных материалов, описываемых в 
работе [11], имеет либо комплексно-сопряжен-
ные корни, либо по одному положительному ( vD) 
и отрицательному ( v]) действительному корню.

Соотношения со = vay (а  = Р, SVt D) определяют 
лучи 0Д, 0В и ОС (рис. 1), которые разбивают об­
ласть (Re у> 0) на четыре сектора: I x = {v: v>  vP], 
I2= [v . v P> v>  V S V } J 2 =  ( v :  vsv> v >  vD) и  U  =  

= {v: v  < vD). Если корень vD отсутствует, то 
характеристическое уравнение (5) в первых трех 
секторах имеет соответственно два действитель­
ных, по одному действительному и мнимому, оба 
мнимых корня. На луче 0Л ненулевой корень 
уравнения (5) является действительным, а на луче 
0В -  мнимым.

Наличие корня vD не изменяет тип корней урав­
нения (5) в первом и втором секторе и на луче ОД, 
а при v  < vD появляются комплексно-сопряжен­
ные корни. В области /3 тип корней характеристи­
ческого уравнения определяется знаком коэффи­
циента р : при р  > 0, что выполняется для боль­
шинства рассматриваемых материалов, корни 
будут мнимыми, а при р < 0 -  действительными. 
В последнем случае на луче 0В ненулевой корень 
также является действительным.

Дисперсионное уравнение (4) при v  = vsv для 
симметричных волн имеет вид

C2(Ci -  C^)\isvh = (С3 + C4)2tg(|i5V//0. (7)
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Рис. 2. Дисперсионные спектры симметричных нормальных волн в слое кристалла сегнетовой соли для направлений 
<р = 35° (а) и <р = 45° (6).

Если на луче О В значения [isv -  мнимые, то урав­
нение (7) имеет только нулевой действительный 
корень, и, следовательно, дисперсионные кривые 
P-SV-волн не пересекают прямую со = vsvyy а их 
фазовые скорости будут больше скорости объем­
ной вертикально поляризованной волны.

В случае когда \tsv на луче ОВ является дейст­
вительным, существует счетное число корней 
уравнения (7). Это означает, что P-SV-моды име­
ют точки пересечения с прямой со = yvsv и появля­
ются такие интервалы изменения со и у, в которых 
P-SV-волны будут медленнее объемной сдвиго­
вой SV-волны. Из рассматриваемых материалов 
подобным свойством обладает, например, герма- 
нат лития при <р = 0°. Аналогичные выводы отно­
сительно свойств корней (7) на луче 0В справед­
ливы для антисимметричных волн.

Дисперсионное уравнение (4) на луче со = vDy 
имеет вид

- 0 4  +  я п )8ш (2цоЛ) = ( ц * - а „ ) 2 ц 0й. (8)
Уравнение (8) справедливо для обоих случаев
симметрии волнового поля и имеет (p D > 0, аи < 0) 
только нулевой действительный корень. Таким 
образом, если существует корень vD и коэффици­
ент р  < 0, то для P-SV-волн в коротковолновом ди­
апазоне выполняется неравенство vsv> v>  vD.

Для анализа мнимой части спектра рассмот­
рим дисперсионные соотношения (4) на оси Olmy. 
Если корень vy уравнения (6) отсутствует, то 
характеристическое уравнение (5) при со = 0 имеет 
комплексно-сопряженные корни, а в противном 
случае -  пару действительных. Соответственно 
дисперсионные соотношения (4) в этом случае 
примут вид:

AjS m (a,y ) = ± A 2sin (a2y); (9)

sinOjY) = ± S 2shfl32y)> (Ю)
где у = /у  Ат, Вт, ат, (Зт (т = 1 ,2 ) -  действитель- 
ные коэффициенты, зависящие только от моду­
лей упругости.

Уравнение (9) имеет, очевидно, счетное число 
действительных корней. Наличие ненулевых дей­
ствительных корней уравнения (10) зависит от со­
отношений между его коэффициентами. Для рас­
сматриваемых материалов, как показывают чис­
ленные расчеты, Вт > 0 и 5,(3, > В2(32. Это 
означает, что в отличие от случая свободного 
слоя [7], в котором нет мнимых корней при со = 0, 
дисперсионное уравнение (4) имеет ненулевое ре­
шение, притом только одно, для симметричных 
P-SV-мод.

На рис. 1 представлены результаты численно­
го расчета дисперсионных кривых симметричных 
нормальных волн в слое кристалла сегнетовой 
соли [11] для направлений ф = 0° (рис. 1 а) и ф = 90° 
(рис. 16). Здесь Г = 2у/?/л:, О. = 2co/z/ tcv(), v 0 =
= (С33/ р)ш. При отклонении волнового вектора / 
от кристаллографических осей 0х{, 0х2 в распре­
делении дисперсионных кривых происходят 
радикальные изменения, общие закономерности 
которых аналогичны описанным ранее для сво­
бодного слоя [7]. На рис. 2а и 26 приведены диа­
граммы дисперсионных кривых для двух проме­
жуточных значений угла ф, равных соответствен­
но 35° и 45°.

Главным отличием спектра нормальных волн 
в закрепленном по граням слое является отсутст­
вие действительных мод, выходящих из начала 
координат. Среди особенностей поведения мни­
мой части спектра, кроме уже отмечавшегося су­
ществования в низкочастотной области одной 
мнимой моды для симметричных B-SV-волн, 
можно отметить появление нового типа мнимых 
ветвей, представляющих собой петлеобразные 
кривые, выходящие из точек на оси 01тГ.

Использовавшийся при анализе предельных 
свойств P-SV-волн (ф = 0° и ф = 90°) способ пост­
роения дополнительных дисперсионных соотно­
шений в случае кратных корней характеристиче­
ского уравнения Кристоффеля позволяет сделать 
выводы о качественном поведении дисперсионных
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Рис. 3. Распределения по толщине слоя амплитудных 
значений перемещений и напряжений в нормальных 
волнах.

кривых и при произвольном значении угла ф. 
Из условия равенства нулю свободного члена 
характеристического уравнения возникают соот­
ношения, полностью совпадающие с соотношени­
ями для фазовых скоростей объемных волн [7 - 9]. 
Это означает, что зависимости vP = /j(ф), vSH = /2(ф) 
и vsv = /3(ф), определяющие влияние направления 
распространения объемных волн на их фазовые 
скорости, задают на плоскости Офу кривые, на 
которых уравнение Кристоффеля имеет пару ну­
левых корней, и области, внутри которых не ме­
няется знак свободного члена. Действительные 
корни уравнения, получаемого из условия равен­
ства нулю дискриминанта уравнения Кристоффе­
ля, образуют кривую vD = /4(ф), устанавливаю­
щую на плоскости Офу границу области, внутри 
которой характеристическое уравнение имеет 
комплексно-сопряженные корни.

Анализ дисперсионных соотношений в случае 
кратных корней характеристического уравнения 
позволяет построить кривую у*(ф), образованную 
из фрагментов зависимостей уа = /,(ф) и определя­
ющую в коротковолновом диапазоне предельные 
значения фазовых скоростей нормальных волн в 
жесткозащемленном слое. Для кристалла сегнето- 
вой соли кривая у*(ф) имеет вид [8]:

vJV((p), ф б [o ° ,< p J;

vD(<p), (ре [ q v V 5

vSH(<p), <ре [(PBj, 90° ] •

(И)

Здесь й, и й 2 соответственно точки пересечения 
кривых /3, /4 и /2, /4. ч

На рис. 3 представлены распределения ампли­
тудных ненулевых компонент вектора перемеще­
ний м,, м3 и тензора напряжений а  и, отнесенные 
соответственно к * = max Uj и 0 max = max 0 ,-,

j,xy Uh*l

(*э = x3/h). Расчетные точки (Г, О.) для приведен­
ных зависимостей отмечены на рис. 1а символами 
▼ и ▲. Первой расчетной точке соответствуют 
сплошные линии, второй -  штриховые.

Из приведенных рисунков следует, что с умень­
шением длины волны поперечная составляющая 
колебаний становится преобладающей. При этом 
параллельно происходит увеличение компонент 
тензора напряжений вблизи закрепленной грани­
цы слоя.

В направлениях, отличных от упруго-эквива­
лентных, при стремлении скорости нормальных 
волн к скоростям объемных SV- и SH-волн основ­
ными становятся, соответственно, вертикальные 
и горизонтальные компоненты вектора переме­
щений. При у  — ► vD обе сдвиговые составляю­
щие становятся сравнимы по порядку. Аналогич­
ные выводы справедливы и для компонент тен­
зора напряжений. В поведении составляющих 
усредненного потока мощности [12] принципи­
альным является эффект локализации упругой 
энергии нормальных волн в срединной части слоя 
при у  — ►  у 0 .  Подобное явление имеет место и в 
случае свободного слоя [8].
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Dispersion of Normal Waves in an Orthotropic Layer with Fixed Boundaries
О. P. Abramova, V. I. Storozhev, and V. A. Shpak

[For orthorhombic materials,) a method of qualitative and quantitative analysis of dispersion equations is sug­
gested that reveals a number of properties of the distribution of dispersion curves depending on the direction of 
propagation of plane harmonic waves. For a waveguide of a crystal of Seignette salt fixed at its faces, the results 
of numerical studies of dispersion characteristics are presented.
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