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Принцип взаимности в самом общем виде фор­
мулируется следующим образом [1]: отклик ли­
нейной системы на воздействие точечного источ­
ника гармонических колебаний не изменится, если 
точки возбуждения и наблюдения поменять места­
ми. Математически принцип записывается в виде 
соотношений (теорем) взаимности, связывающих 
отклики системы на две произвольные группы 
внешних воздействий. В частности, для упругих 
сред и конструкций теорема взаимности Максвел­
ла-Бетти [2] записывается в виде равенства:

JJJfffc У> г)и2(*. У. z)dV  =
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где f,= \fjx,fjy ,fjz]T -  комплексные амплитуды плот­
ности двух групп внешних сил,у = 1 ,2 ; u; = [ujx, ujy, 
uJz]T -  соответствующие им амплитуды смещений 
рассматриваемой системы, или в виде эквива­
лентного (1) соотношения:

JJJf7 v 2̂ V = (2)
V V/

где \ j  = -/сои, -  векторы скорости. В равенствах
(1) и (2) индекс Т означает транспонирование, ин­
тегрирование производится по всему объему V 
системы, зависимость от времени определяется 
множителем ехр(-ког), который здесь опущен. 
Аналогичные соотношения имеют место и для 
жидкой среды, в общем случае неоднородной и 
ограниченной, в которой могут находиться также 
твердые упругие тела [1 - 5]. Соотношения взаим­
ности широко используются в прикладных 
задачах (см., например, [5 - 8]).

Физический смысл соотношения (1) вполне 
ясен для статической теории упругости: силы и 
смещения являются в этом случае действитель­
ными величинами, а левая и правая части (1) 
представляют собой удвоенную работу, затрачен­
ную одной группой сил на преодоление действия 
другой группы сил. Таким образом, в статике со­
отношение (1) -  -это равенство перекрестных 
работ двух групп внешних сил.

В динамике физический смысл теоремы не 
столь очевиден: хотя каждое слагаемое в соотно­
шении (1) или (2) имеет и в этом случае размер­
ность работы или мощности, оно не является ни 
средней по времени работой (мощностью), ни 
мгновенным ее значением. Вопрос о том, равенст­
во каких именно энергетических характеристик 
устанавливает теорема Максвелла-Бетти и ана­
логичные теоремы акустики и механики, насколь­
ко известно автору, в литературе не обсуждался.

Квадратичная функция от величин, гармони­
чески изменяющихся во времени с частотой со, в 
частности любая энергетическая характеристи­
ка, может всегда быть представлена в виде суммы 
постоянной составляющей, не зависящей от вре­
мени, и переменной составляющей, гармоничес­
ки зависящей от времени с частотой 2со.

Ниже показывается, что с физической точки 
зрения теорема взаимности в форме (2) представ­
ляет собой равенство переменных составляющих 
перекрестных мгновенных мощностей двух групп 
внешних сил. Что касается постоянных составля­
ющих, т.е. средних по времени перекрестных 
мощностей, а также их мгновенных значений, то 
для них равенство типа (2) не выполняется.

Для доказательства запишем силу и скорость в 
виде действительных гармонических функций об­
щего вида

fit)  = / сcos cor+ /vsin сof,
v(r) = vccos cor + v vsin cor, ^

где f CJ1 vCJ -  действительные величины. Тогда 
мгновенная мощность по определению равна 
произведению функций (3) или

W(t) =/(r)v(r) = W0 + Vy(.cos2cor + Wssin2<ot, (4)
где

W0 = \( fc Vc+fsVs) (5)

-  постоянная составляющая мощности, а величины

w c = \ ( f cvc- f svs), W, = ^ ffcv s + / ,v c) (6)

характеризуют переменную составляющую мощ­
ности частоты.
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В комплексном представлении функции (3) 
имеют следующий вид

/(/) = Rc(fe~i(ai) , v(t) = Re(ve~/(D/)> 
где комплексные амплитуды равны

f= fc  + ifs> v = v c+ ivs.
Произведения комплексных амплитуд, входящие 
в соотношение (2), записываются с учетом (6) как

/V  = (/, - f v s) + ,(fLvs +f sy )  = 2W, + OW,. (7)
Введя в рассмотрение комплексную амплитуду 
переменной составляющей мощности (4)

Wc cos2cor + VPysin2cor = Re(We~i2wl),
где W =W(. + iWs, нетрудно увидеть, что произве­
дение (7) равняется 2VT. Следовательно, теорема 
Максвелла-Бетти в форме (2) означает равенст­
во комплексных амплитуд переменных составля­
ющих удвоенных перекрестных мощностей двух 
групп внешних сил.

Для постоянных составляющих (5) мгновен­
ных перекрестных мощностей равенство (2) не 
верно. Это очевидно из следующего рассуждения. 
Вследствие закона сохранения энергии для меха­
нической системы без потерь средняя по времени 
мощность двух групп внешних сил равна нулю 
как при поочередном, так и при совместном их 
действии. Отсюда следует, что сумма (а не раз­
ность как в (2)) постоянных составляющих пере­
крестных мощностей равна нулю.

В заключение отметим, что такой же физиче­
ский смысл теорема имеет и в форме (1): это 
равенство комплексных амплитуд переменных

составляющих перекрестных мощностей, умно­
женных на величину, пропорциональную периоду
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