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Задача о распространении звука в канале с од­
нородными стенками, характеризующимися импе­
дансом, рассматривалась многими авторами [1-4]. 
Методом разделения переменных были найдены 
моды в канале с прямоугольным и с круговым се­
чениями. Затухание этих мод можно определить 
по номограммам, рассчитанным на основе точ­
ных трансцендентных уравнений [1, 2], или вы­
числить по приближенным формулам [3,4].

Представляет интерес исследовать поведение 
мод в канале с произвольным сечением и неодно­
родными стенками. В таком канале нельзя полу­
чить моды методом разделения переменных. Ни­
же на основе теоремы Грина получены общие ин­
тегральные соотношения для мод в канале с 
произвольным сечением и неоднородными стен­
ками, и на их основе сделаны заключения о пове­
дении мод в этом канале при изменении импедан­
са его стенок.

Пусть стенки канала характеризуются нор­
мальной акустической проводимостью, и пусть в 
цилиндрической системе координат (г, ф, z) они 
описываются уравнением г = R(ф). Величина аку­
стической проводимости может изменяться по 
периметру сечения. Канал заполнен однородной 
средой, плотность этой среды и скорость звука в 
ней равны соответственно р и с . Исследуем зави­
симость волновых чисел мод от акустической 
проводимости стенок канала.

Возьмем какую-либо моду в канале. Звуковое 
давление, собственную функцию и волновое чис­
ло этой моды в канале при акустической проводи­
мости, равной У(ф), обозначим соответственно 
через р, \\f и р(г, ф, z) = у(г, ф)ехр(i£z); соответ­
ственные величины для этой же моды в канале 
при акустической проводимости, равной У0(фХ бу­
дем обозначать через ро» ¥о и Ро(г> Ф> z )  = 
= \|/0(г, <p)exp(i§oz). Собственные функции у  и \|/0 
удовлетворяют уравнениям:

A±V = (£2- £ 2)V> A. Vo = (£o~*2)Vo.

где Ах -  двумерный лапласиан по координатам г и 
ф, к = со/с , со -  частота звука. Умножая первое

уравнение на \|/0, а второе на \|f, вычитая почленно 
и интегрируя по сечению S канала, найдем

J(V oA V  -  V A xV o)^ = (£2-S o )Jw o < tf-
s s

В левой части интеграл преобразуем по теореме 
Грина и тогда получим соотношение:

J ( ¥ o§ n " V I k )®  = ^ 2 -^o2 ) jV v 0^
I  S ‘

где N -  внешняя нормаль к  стенке канала, / -  кон­
тур сечения S:

При учете граничных условий на стенках канала 

^  = ikp cY y , = ikpcY0\\i0,

из этого соотношения получим точные выраже­
ния для волнового числа моды

1/2

5 *

J(y-y0)Wo<#
+ ikp c -

JV vo dS

'  J(Z-Zo)
2 l i

Э\|fd\\lQ 
3N dN

1/2

dl

kpc
|  W o ^

где Z =  1/У, Z0 = 1/У0-
При выполнении соотношения

lC -Cols//« i , ( i )

где С, = J k 1 - t j  и = J k 2 -  -  “поперечные”
волновые числа моды, S/1 -  характерный линей­
ный размер сечения канала, собственные функ­
ции \j/ и \|/0 мало отличаются друг от друга и тогда

9 АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 42 № 4 1996



578 ЛА П И Н

для “ продольного”  волнового числа получим 
следующие приближенные выражения:

1/2

|( У - У 0)Уо<«

+ i k p c - ( 2)

( ж )
где \|/0 -  собственная функция в канале с жест­
кими стенками. Согласно этой формуле, волно-

вое число нулевой моды (\|/0 = const) в канале с
произвольным сечением и неоднородными стен­
ками равно

1/2я

1
к 2 + Y d l (7)

Vo + TZT.1

J ( Z - Z 0)(
Эуо
9N

2

d l

M l

k p c
JVo<tf

(3)

“ Поперечное”  волновое число £ определяется 
по формулам:

1/2

С =

|( У - У 0)М/02Л

Со -  i k p c L

J v l d S

(4)

С =

J ( Z - Z 0)| Ц I л
M l

С - к р с
J V odS

(5)

На основе этих формул можно сделать заклю­
чения о поведении мод в канале с произвольным 
сечением при изменении проводимости (импедан­
са) его стенок. Пусть ReF0 = 0 и мода р 0 -  распро­
страняющаяся, ее фазовая скорость равна у0 = 
= со/^о- Если Re(F -  У0) = 0, 1т(У  -  У0) > 0, то, 
согласно формуле (2), имеем ^  Фазовая ско­
рость моды р 0 равна у = со/£ > у0, критическая ча­
стота моды повышается. При выполнении соот­
ношений Re(y -  У0) = 0 ,1т(У  -  У0) <  0 имеем £ > 
у < у0, критическая частота моды понижается.

Пусть У0 = 0. Тогда волновое число ^  получим 
по формуле:

1 /2

[ ]  +}крс*

J y [  Ч оЖ) ]  d l

J [  ¥оЖ> ]  d S

(6)

Волновое число нулевой моды в канале с одно­
родными стенками (У =  const) равно

% = { k 2 + i k p c Y l / S } ' 2,  (8)

где / и 5 -  соответственно периметр и площадь се­
чения канала. Затухание нулевой моды определя­
ется экспоненциальным множителем

ехр(-1тлД 2 + i k p c Y l / S z ) .

Впервые формула (8) была получена в работе [5]. 
Она справедлива при выполнении соотношения 
*pc|T|S//<^ 1.

В качестве примера рассчитаем волновые чис­
ла мод в канале с прямоугольным сечением и од­
нородными стенками, характеризующимися аку­
стической проводимостью Y, рс|У| 1. Выберем 
декартову систему координат так, чтобы две 
стенки канала совпадали с координатными плос­
костями х  = 0 и у  = 0. Моду (т , п )  в канале с жест­
кими стенками можно записать в виде:

РоЖ\ х > У * 1 )  = УоЖ)(^У )е х р (/^о Ж)г),

где

( ж ) ,  ч  / т К  \  ( п п
Vo (*> У) =  cos| j j - x Jcos^ — у  „

S T  = ж -
т п  
~Н

пк
Я,

Н х и Н у — длины сторон поперечного сечения ка­
нала, а  т и п -  любые целые числа. Волновое чис­
ло моды ( т ,  п ) в канале с однородными стенками, 
характеризующимися акустической проводимос­
тью  У, получим по формуле (6):

1/2

С =

JfVox ) ] d l

[ £.о*’ ] + i k p c Y ±

J i Vo*’ ] d S (9)

1/2

[£оЖ)] + i 4 k p c Y
QmH x + Q „H y 

QmQnH xH y
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где 0л равно 2 при п = 0 и равно 1 при п * 0.
Для создания большой звукоизоляции в канале 

его стенки часто “облицовывают” резонаторами 
Гельмгольца. При частоте звука, равной собст­
венной частоте резонаторов и близкой к ней, эф ­
фективный импеданс Z “облицованных” стенок 
мал и эти стенки почти абсолютно мягкие. Вол­
новые числа мод в таком “облицованном” канале 
можно вычислить по формуле (3), полагая в ней 
Z0 = 0. Пусть канал имеет прямоугольное сечение 
и его стенки характеризуются эффективным им­
педансом Z, |Z| рс. Моду (ту п) в канале с мягки­
ми стенками можно записать в виде

PoM\ x , y , z )  = \ \ f ^ \ x , y ) e x p ( i ^ z ) 9 

где

чим по формуле (3):

9
2  _  Г 2

' т т С
1 +  2 - 1

' п к \

< Н Х , J + н \ < н у )

1/2

Отметим, что приближенные формулы (9) и 
(10) получены из общих интегральных соотноше­
ний для мод без решения соответственных дис­
персионных уравнений.

т и п -  любые целые числа. Волновое число моды 
(т, п) в канале с однородными стенками, характе­
ризующимися эффективным импедансом Z, полу-
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