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Одними из первых математических моделей, 
позволяющих описывать динамические и прочно
стные свойства деформируемых тел с микро
структурой, являются модель микрополярной сре
ды (континуум Коссера) [1] и модель среды с мо- 
ментными напряжениями (континуум Леру) [2].

Модель континуума Леру позволяет, в частно
сти, описать высокочастотную дисперсию 
продольных и сдвиговых волн, наблюдаемую в 
конструкционных материалах [3-6]. Модель кон
тинуума Коссера, наряду с продольными и сдвиго
выми волнами, описывает волны вращения, также 
наблюдавшиеся экспериментально [7, 8]. Волны 
вращения могут быть продольными и попереч
ными. При этом волны поперечного вращения 
связаны со сдвиговыми волнами в линейном при
ближении, образуя волны сдвига-вращения, 
обладающие дисперсией [9, 10].

Особенности распространения нелинейных 
волн в средах с моментными напряжениями изу
чались в работах 111-13]. В [11] была описана мо
дуляционная неустойчивость квазигармоничес- 
ких сдвиговых волн в таких средах.

Некоторые нелинейные волновые эффекты в 
рамках модели микрополярной среды изучались в 
[9, 10, 14]. В [14] исследовались нелинейные ста
ционарные волны сдвига-вращения.

В публикуемой работе показано, что в нели
нейно-упругих микрополярных средах может 
наблюдаться модуляционная неустойчивость ква- 
зигармонических волн сдвига-вращения.

Уравнения, описывающие динамические про
цессы в нелинейно-упругих микрополярных сре
дах, приведены в [10]. Если в среде отсутствует 
продольная волна, то распространение плоской 
волны сдвига-вращения описывается интегро- 
дифференциальным уравнением [15]:
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Здесь W = ^ J -  вектор поперечных переме

щений, У, -  функция Бесселя первого рода, с{ = 
= J(X + 2 ц ) /р 0, = J \ i / p 0, с2 = J (y  + e ) / J , с3 =

= J а / р0 -  характерные скорости волн, А,, р -  кон
станты Ламе, а , е, у -  упругие константы микро
вращения, р0 -  плотность материала, J  -  константа, 
характеризующая инерционные свойства макро
объема.

Решение уравнения (1) ищем в виде циркуляр
но-поляризованной (спиральной) квазигармони- 
ческой волны

Щх  , t) = а(х, t)e, (2)

где a(x, t) -  амплитуда волны, еГ = (cosE, -sinE ) -  
поляризационный вектор, Е = соt -  кх + 0(х, /) -  
фаза вращения.

Укороченные уравнения, описывающие мед- 
ленноменяющиеся амплитуду и фазу, имеют вид:

Эа д , 2Ч л
Э^ + Э1(ч ,й ) = 0 ’

( 3 )

_2p02̂ ^ ^ :j + 2a0p0̂ (a2) = о,

w ,„ -c lW iXX + О  -  W'X{x_ х) +
где ф = 2ро0, Vgt, к  = е0г, VK -  групповая
скорость, сх<) -  параметр нелинейности, р() -  пара
метр дисперсии, Oq/Po < 0, е0 -  Асо/со 1.
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Форма квазигармонической спиральной волны сдвига- 
вращения.

Исследуем решения уравнений (3) на устойчи
вость, для этого рассмотрим гармонические воз
мущения в линеаризованной системе:

а = д0 + Э; а < a0f (р и а = ехр*(йк-А:£),

да аоЭф _ Л
Э к  2 Э ^  ~

Эср 0 РоЭ?Э . п э ~ А
+ 4аЛаЩа = °-

Ее дисперсионное уравнение имеет вид:

можно проанализировать стационарные волны 
огибающих. Будем искать решение системы (3), 
зависящее от одной переменной г\ = £ -  Vk , V = 
= const. Система (3) сводится в этом случае к од
ному уравнению в обыкновенных производных:

d2a V2 «о  з d 2 -з
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где d -  константа интегрирования.

Решения уравнения (8) выражаются через эл
липтические функции Якоби. Они были найдены 
и достаточно подробно проанализированы в 
работе [16]. В зависимости от знаков и величины 
параметров, входящих в (8), имеется двадцать 
различных ситуаций. Случаю, когда в изучаемой 
среде может развиваться модуляционная неус
тойчивость, соответствуют периодические реше
ния уравнения (8). Эти решения при достаточно 
больших амплитудах а0 имеют пилообразную 
форму. Следовательно, в нелинейно-упругой 
микрополярной среде могут формироваться 
нелинейные стационарные волны огибающих.

Качественно форма квазигармонической спи
ральной волны сдвига-вращения изображена на 
рисунке.

Работа выполнялась при финансовой под
держке Российского фонда фундаментальных ис
следований (грант № 94—01 —01416—а).
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Из (6) следует, что для возмущений, у которых
(2п/А )2 < \2а0 (Xq/PoI, имеет место неустойчивость
спиральных волн сдвига-вращения, приводящая 
к их самомодуляции. Здесь А = 2к/к  -  длина вол
ны. Максимальный инкремент неустойчивости 
равен

(Jm£2)max = a 0a l  (7)

и достигается при к0[){ = a0J |а0/р0| •

При больших временах линеаризованные урав
нения (4) становятся непригодными. Для исследо
вания эволюции возмущений на этой стадии 
необходимо рассматривать нелинейные уравне
ния (3). В общем виде получить решение нелиней
ной системы четвертого порядка не удается, но
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