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На основе обобщенного на случай неплоских волн в неоднородных средах уравнения Бюргерса, 
имеющего, в частности, вид уравнения переноса в приближении нелинейной геометрической акус
тики, рассмотрено взаимодействие малых детерминированных и случайных возмущений с гладкими 
участками профилей пилообразных волн. Получено эволюционное уравнение для регулярных воз
мущений и уравнение трансформации корреляционной функции случайных возмущений. Найдены 
аналитические решения этих уравнений при произвольном виде начального возмущения либо кор
реляционной функции.

Известно, что профиль интенсивных акусти
ческих волн при распространении искажается, 
приобретая пилообразную форму. На расстоя
ниях от излучателя, больших нескольких ха
рактерных нелинейных длин, периодический сиг
нал принимает вид последовательности ударных 
фронтов, соединенных между собой гладкими 
участками профиля. Одиночный импульс в реаль
ных условиях приобретает форму N-волны с раз
рывами на переднем и заднем фронтах [1]. Ука
занные профили являются асимптотически уни
версальными для широкого класса исходных 
возмущений. Они квазистабильны: при распрост
ранении изменяются лишь параметры “зубцов 
пилы” (их высота, а  для одиночных возмущений -  
и длительность). Это свойство пилообразных 
волн позволяет ставить вопрос об их взаимодей
ствиях с возмущениями произвольной формы [2].

Примером такой проблемы, имеющей важное 
прикладное значение, является поведение нели
нейной волны звукового удара, возбуждаемой 
сверхзвуковым пассажирским самолетом. При 
прохождении турбулентного слоя атмосферы на 
линейный во времени профиль накладываются 
случайные пульсации [3,4], которые могут замет
но исказить картину акустического поля на мест
ности. Эволюция таких возмущений, качественно 
изображенная на рис. 1, может быть объяснена 
развитой ниже теорией.

Рассмотрим наиболее общий вид одномерного 
уравнения нелинейной акустики не диспергирую
щих сред:

Уравнение (1) может иметь смысл уравнения 
переноса в приближении нелинейной геометри
ческой акустики [5]. При этом переменная р  -  это 
акустическое давление, s -  расстояние вдоль вы
бранного луча, т - t - s / c ;  параметры среды с, р, £, 
Ъ -  скорость звука, плотность, нелинейность и эф 
фективная вязкость -  могут зависеть от прост
ранственной координаты s; S -  площадь сечения 
лучевой трубки. В однородной среде уравнение (1) 
описывает волны в рупорах или концентраторах, 
площадь сечения которых изменяется по закону 
S(s); в частных случаях S ~ s n ( 1) переходит в урав
нение для плоских (л = 0), цилиндрических (л = 1) 
или сферических (л = 2) волн [6].

Рассмотрим вначале взаимодействие возмуще
ний с пологими участками профиля пилообраз
ных волн, которые в рамках модели (1), не учиты
вающей эффектов дифракции и частотной дис
персии, изменяются во времени по линейному 
закону:

Po(s, 1) = -(т-ТоМ О). (2)

Подставляя (2) в (1), находим

где константы А0 = /4(0), 50 = 5(0).
Наложим на прямолинейные участки (2) про

филя “пилы” малое возмущение p x(s, г), р\ < ро', 
для его описания из (1) получается уравнение:

э2р _dp I d . . £ 3» b■4- + - p - r l n 5 ( s ) - - r - p ^ - ----- ,
ds 2 ds с 'р  ^  2с рЭт

dq 1 d dq d2q _= 0. (1) и  + | ^ 1 п 5  + ( т - Т о ) а Ч ^ - р ( ^  = 0. (4)
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Здесь использованы обозначения:
_ rfct е

Эх’ “  -  ds с рР\ =  = — А , р =
2с3р

(5)

Мы рассмотрим как регулярные, так и случай
ные возмущения. Последние будем описывать 
уравнением для корреляционной функции

B q(s, т,, т2) = B q( s , ' i  =  T ] - t 2) =

= (?(■*»
которое удается получить из уравнения (4):

(6)

1 в ,  +  в , £ ъ з + * £ в , Щ 2 ? в , - о .  (7)Эх

Интересно, что стационарное случайное возму
щение линейных участков “пилы” остается ста
ционарным на любых пройденных волной рассто
яниях s.

Используя замену переменных:
R  = (S/S0) ll2q, £ = (т -  т0)ехр(ао -  а ), (8)

где схо = а(0), приведем (4) к  обычному уравнению 
диффузии:

эд „ чэ2д
ds = а (S )—dt; (9)
da

a '(s) = — = pexp(2a0“ 2a). 
as

Заменой переменных:

R  = ( S / S 0) B q9 £> = xexp(a0- a )  (10)

к аналогичному (9) виду сводится и уравнение для 
корреляционной функции (7), однако в его пра
вой части вместо a'(s), будет присутствовать 
функция 2a\s).

Решая (9) и возвращаясь к  исходным обозначе
ниям физических переменных и параметров, для 
регулярного возмущения получим:

1/2 ехр

P \ ( s , T )  =
’О

г  s

Г Ц -ds
с рJ 3̂ 

о

Ч
о

Ъ_

С3р
ехр

1/2 X

- l \ ^ d s 2
v 0С Р

2

I 'х  ехр-

dsx

('C-T0)exp |-f-^ -< ft,
V Joc р >

\

- у

0 f b 
2 — ехР

ос Р

( П )

Р\{ 0, y)dy.

Рис. 1. Качественный характер эволюционного взаи
модействия возмущений с пилообразной волной.

Аналогичное выражение можно получить и для 
корреляционной функции В р возмущения р х:

В Р = B p(s , т = т , - т 2) =

д2 (12)= ( p ( s , i i ) p ( s ,  %2)) = ------вч.
Эт

В исходных обозначениях решение имеет вид:

ВЛ*ух) =

ехр[
ос Р ^

x j ехр
—оо

5 5 г S1
Г h „ г

4 к  —  ехр
- 2

; с р
J

0

- s  Л
А

-

техр - I Я * . - у
-

J С Q0 к ' -

/  5i

4Я ехр 2 f ds2

1 е Р ^ ос р

1/2
zA  , 

—  * 2  
с р

\

/
ds,

\ ds j

(13)

У

S P(0,y)dy.

Для иллюстрации полученных результатов рас
смотрим простейшие примеры. Пусть плоская 
пилообразная волна распространяется в однород
ной среде в направлении оси z. При этом из фор
мул (3), (5), (9) имеем:
•

А = а !  1 + —)  , a  = Inf 1 + -

-1
a - a 0 = pz| 1 + ^ 1  ,

а решение (11) принимает вид:

Р 1 = ĵ 47i(3z|
- 1/2

1 + £
Z J

X

•ч \

- l [ ^ - d s x ds'.
оо

1 !*% чг «ч ~  1 + z / z J  т - х 0 Л

о С  Р
х 1 ехр

—оо
4pz U  + z /z , V

(14)
P \ ( 0 , y ) d y .
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Рис. 2. Эволюция гармонического возмущения поло
гих участков профиля пилообразной волны.

Здесь zs = с3р/еА0 -  характерная нелинейная дли
на. Корреляционная функция (13) для плоских 
волн дается выражением:

x f exp
1 + z /z , j 

8 pz l l  + z /z s

21
- y Bp(o, y)dy.

Рассмотрим вначале регулярные возмущения. 
Предположим, что линейный профиль принадле
жит одному периоду ( - я  < сот < к) пилообразной 
волны р0 с основной частотой со; возмущение р { -  
гармоническое, его частота в п раз больше:

Po(z.t)
тс-сот
1 + z / г,’

Pi(z = 0 ,т ) = /7li0sin(«(COT-7l)).

Подставляя (16) в (14), получим выражение:

e x p i - J L ^ - )

1 + z / z , 1 + z/z ,
(17)

которое описывает динамику исходного гармони
ческого возмущения. Этот процесс иллюстриро
ван на рис. 2. Штриховыми прямыми здесь изоб
ражен полупериод “пилы”. Пиковое возмущение 
на разрыве, расположенном в точке сот = О,

уменьшается с ростом пройденного расстояния 
z/zs = 0, 0.3, 0.8, 1.5. Поведение гармонического 
возмущения (17) (п = 6) рассчитано для тех же рас
стояний z в отсутствие диссипации ((3 = 0). Видно, 
что амплитуда и частота возмущения уменьша
ются как (1 + z/zs)~{. Возможен и обратный про
цесс усиления сигнала и роста его частоты на ук- 
ручающемся переднем фронте [7, 8], который 
возникает при формировании “пилы” и на рис. 2 
не показан; ему соответствует формальная заме
на знака zs — *■ - z s в формуле (17). Заметим, что 
описанное изменение частоты и амплитуды 
сигнала при его взаимодействии с линейными во 
времени участками “пилы” наблюдалось в рабо
тах [9, 10].

При нахождении закона эволюции детермини
рованных возмущений другого вида (прежде все
го импульсного) вместо точного вычисления ин
теграла (14) можно воспользоваться тем, что при 
не слишком больших расстояниях z подынтег
ральную гауссоиду в этом интеграле можно при
ближенно заменить 5-функцией, поскольку ее ха
рактерная ширина много меньше начальной ха
рактерной ширины возмущения.

Например, для исходного колоколообразного 
импульса возмущения р,(0, у) = р { 0ехР1—Cv “  
-Уо)2/с 2] при а  4(3z(l + z/zs) получаем:

-  = +4 '1,0 V z j
Р1 (z, X) 

Р

х  ехр' [т -  т0 -  у0( 1 + z /z s)] 

а \  1 + z /z s)

2-\ (18)

Отсюда видно, что на уплощающемся линей
ном профиле пилообразной волны импульс воз
мущения расширяется с уменьшением своего пи
кового значения и смещается к ударному фронту 
(переднему или заднему) опорного сигнала.

Перейдем теперь к рассмотрению случайных 
возмущений. В том случае, когда “пила” возму
щена белым шумом, в решении (15) следует поло
жить Вр(0, т) = 2kG05(t). При этом поведение кор
реляционной функции и спектра интенсивности 
будет описываться выражениями:

в р =
2 kGо

[8 rcp z(l+ z /z ,) ]
I /2

ехр
8(3z(l —т—\1’(19)+ z /z ,) J

0(г' “> = т ^ т ^ Р ^ Н 1 + 0 “2]’
2а  =

nG0 (20)

[2tcPz( 1 + z /z ,)  ]
1/ 2 '
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Нетрудно видеть, что при распространении воз
мущения формируется верхняя граница спектра 
со* = (2pz(l -  z!zs)Y m, которая с увеличением z
смещается в область низких частот. Полная ин
тенсивность шума а 2 = Bp(z, т = 0) уменьшается с 
ростом z согласно выражению (20). Как и для ре
гулярных сигналов, на укручающемся фронте в 
процессе формирования “пилы” возможно немо
нотонное (с увеличением расстояния) поведение 
указанных характеристик случайного процесса в 
области 0 < z < zs.

Замечательно, что для исходного возмущения, 
моделируемого белым шумом, и в общем случае 
неоднородной среды удается получить простые 
аналитические формулы. Из решения (13) следу
ют выражения для полной интенсивности о 2 и 
верхней граничной частоты со* спектра:

Интегралы в формулах (21), (22) удается вы
числить для многих конкретных случаев, пред
ставляющих практический интерес. Наиболее 
простой результат получается для экспоненци
ального концентратора специального вида:

S(z) = S0exp(-2z/ zs), (23)
заполненного однородной средой. В этом случае

Рассмотренный пример интересен тем, что пол
ная интенсивность шумового возмущения стре-
мится к постоянному значению = С0(л/Рг5)|/2,

в то время как со* — ► 0. Таким образом, с увели
чением пройденного волной расстояния предель
ная интенсивность шума концентрируется в обла
сти низких частот.

Второй пример, учитывающий переменное се
чение лучевой трубки, относится к сферически 
сходящимся волнам в однородной среде с фокус
ным расстоянием d:

Воспользовавшись для этого случая частным 
решением уравнения (9):

R(z) = -Roe " (26)

где R = (S/S0)mq> £ = (сот -  л)/[1 -  d!zsln(l -  zld)] 
(см. (8)),

Z

а = J p ( z , ) [ l - ( r f / z J) l n ( l - z I/ ^ ) r 2̂ z I (см. (9)),
о

найдем эволюцию начального гармонического 
возмущения сферически сходящейся пилообраз
ной волны. Для бездиссипативной среды (р = 0) из 
(26) получаем:

- 0 
„ _  _ _____________Р}_____________ х
р' Э(сох) (\ - z / d ) [\ - (d / z s) ln (\ -z/d )y21)

,  . п ( С О Т - Л )

■ Sm i - ( d / z s) \ n ( l - z / d )

при p x(z = 0, т) = р \  sinn(cox -  л).
Отсюда видно, что закономерности изменения 

(уменьшения) с ростом z начальной амплитуды и 
частоты гармонического возмущения не совпада
ют между собой для сферической волны в отли
чие от эволюции аналогичного возмущения в 
плоском случае (см. (16), (17)).

Кроме того, в точке z*, определяемой ра
венством:

ln ( l - z * /d ) = - ( l - Z s/d) (28)
уменьшение амплитуды возмущения компенсиру
ется ее увеличением за счет сужения лучевых 
трубок, и при z > Z* амплитуда возмущения начи
нает расти.

В заключение отметим, что рассмотренная за
дача о взаимодействии пилообразных волн с ма
лыми возмущениями произвольной формы фак
тически эквивалентна задаче об устойчивости пи
лообразных волн при их распространении вдоль 
лучевой координаты s. Однако особенностью 
данной ситуации является изменчивость мас
штабных параметров (например, амплитуды) ис
следуемого пилообразного профиля, что не

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 42 № 6 1996



828 М АКОВ, РУДЕНКО

позволяет использовать в анализе его устойчиво
сти классический метод нормальных мод. Поэто
му здесь данная задача решена более естествен
ным путем: найдена и проанализирована эволю
ция начального возмущения в своем полевом 
(а не спектральном) представлении. Рассмотрен
ные примеры показывают действительную ус
тойчивость (сохраняемость характерной формы) 
пилообразной волны по отношению к малым воз
мущениям ее линейного участка, что качественно 
отражено на рис. 1.

Работа выполнена при финансовой поддержке 
Российского фонда фундаментальных исследова
ний (коды грантов: 93-02-0382^, 96-02-16281).
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Dynamics of Disturbances in Nonlinear Sawtooth Waves
Yu. N. Makov and О. V. Rudenko

The paper discusses the interaction of small deterministic and random disturbances with smooth parts of saw
tooth wave forms. To this end, resort is made to the Burgers equation, generalized to the case of nonplanar 
waves in inhomogeneous media and having, in particular, the form of a transport equation in the approximation 
of nonlinear geometrical acoustics-. An evolution equation for regular disturbances and a transformation equa
tion for the correlation function of random disturbances are derived. Analytical solutions to these equations are 
found for an arbitrary initial disturbance or correlation function.
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