
АКУСТИЧЕСКИМ ЖУРНАЛ, 1997, том 43, № 2, с. 176-/8/

У Д К  5 3 4 . 2 6

ДИФРАКЦИЯ СДВИГОВЫХ ВОЛН НА БЕСКОНЕЧНОЙ 
И КОНЕЧНОЙ ПЕРИОДИЧЕСКИХ СИСТЕМАХ РАЗРЕЗОВ

В УПРУГОМ СЛОЕ
© 1997 г. М. В. Д ьяконов, Ю. А . Устинов

Ростовский государственный университет 
344090 Ростов на Дону, пр. Станки, 200/1 

Поступила в редакцию 08.11.95 г.

На основе теории Флоке-Ляпунова рассматривается задача о распространении сдвиговых стацио
нарных волн в слое с периодической (бесконечной и конечной) системой внешних разрезов. В тео
рии акустических волноводов с периодически меняющимися свойствами этот метод, по-видимому, 
впервые, был применен в работе [1] (см. также [2]). Подобный метод для периодических структурах 
также был применен в работах [3-5].
В первой части статьи исследуется вопрос о возможности существования однородных волн в слое с 
бесконечной системой разрезов при различных значениях параметров задачи, а именно частоты, 
расстояния между разрезами и их глубины. Вторая часть статьи посвящена рассмотрению вопроса 
дифракции однородной сдвиговой волны, набегающей на систему периодически расположенных N 
разрезов.
Результаты вычислений представлены в виде графиков.

1. Обозначим через S  двумерную область х е 
е  (-©о, <х>)5 у е  [-1, 1] = D с периодической систе
мой внешних разрезов у е  Dr = [-1, -a )  u  (а , 1], 
расположенных на сечениях Xj = j l , / -  период 
структуры.

Рассматриваются сдвиговые колебания облас
ти 5, пропорциональные ехр(-/сог).

Уравнения стационарных колебаний в области 
Sj = (ху _ 1, Xj) х D запишем в виде [3]

dxw = iT0w(x), (1)

здесь w — {и, дхи ), и = и3 -  амплитуда смещения,

В каждом сечении Xj = j l  выполняются условия

w (x j-Q )  = w(xj + 0), \у\<а 

dxu ( x j -  0) = bxii(Xj + 0) = 0 y e  D r .

Соотношения (l)-(3) в области S  порождают опе
раторное уравнение

= iT(x)w,  (4)

где T(x) -  оператор-функция, удовлетворяющий 
условию периодичности Т(х + /) = Т(х). Кроме то
го подчеркнем, что оператор-функция Т(х) 
является J -самосопряженным [2], т.е. удовлетво
ряет соотношению JT  = Т* J.

Т0М
0 I J = i 0 -I

a j-n2i о 1 I 0 J

дх = д / д х , Эу = д /д  у, £1 = СО/с2>

w = w(x) рассматривается как вектор-функция со 
значениями в гильбертовом пространстве Н  = # 0  
©Я, и = и(х) -  вектор-функция со значениями в 
Я = L/D), с2 -  скорость сдвиговых волн.

I -  тождественный оператор в Я.
2. В соответствии с теорией Флоке-Ляпунова 

[2] решение уравнения (4) будем отыскивать в 
классе нормальных волн, удовлетворяющих ус
ловию

w(x + l) = pw(x). (5)
Будем считать, что лицевые поверхности Sj 

свободны от напряжений, что эквивалентно усло
вию

Э .и(х ,±1) = 0. (2)

Условие (5) совместно с уравнением (4) приводят к 
спектральной задаче на определение значений р. 
Из общей теории дифференциальных уравнений 
с периодическими коэффициентами, изложенной 
в работе [2], известно, что спектр данной задачи
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является дискретным множеством. Для нахожде
ния множества собственных значений {рД и соот
ветствующего им множества нормальных волн 
{и^(х)) представим вектор-функцию w(x) на 
отрезке [xj_lyXj\ в виде разложения по элементар
ным однородным решениям [6]

оо
w(x) = ]Г (C^-V£exp(iatx) + CkjV~kexp (- ia kx ) ) . (6)

к = О

Здесь VI = {<рь ±iakq>k},ак = J tf-y \ ; у*, Ф* - собст- 
венные значения и собственные функции задачи

ср" +  у 2ср =  0 ; ф ' ( ± 1 )  =  0.

Опираясь на метод алгебраизации краевых 
задач для кусочно-однородных волноводов [6], 
который для сдвиговых задач подробно описан в 
[7], и непрерывность производной ЭХи(х) в сечени
ях х  = Xjy которая вытекает из соотношения (3), 
спектральную задачу (4)-(5) построения множе
ства нормальных решений {ws} можно свести к 
бесконечной системе линейных алгебраических 
уравнений. С целью записать эту бесконечную 
систему в компактном виде введем следующие за
мены неизвестных и обозначения:

Ckj* 1 = pJexp(±ia*//)C*,

С+к = Xk(pexp(iakl ) - \ ) ,

СГк = Хк(р -  exp(ia*/)), (7)

х = {Х кГк = 0.

Е = diag11111, C0 = diag||exp(/at./)

C, = diag||a*||, A = ||amk

a

amk = j  <?m4>kdx, J  фтф kdx = 5mt,
-a -1

В = ±0.5C, ( E - A )C ,(C o -E )  + A(Co + E),

D = A C0,

к  = p + 1 /p .

Тогда рассматриваемая бесконечная система ли
нейных алгебраических уравнений примет следу
ющую матричную форму:

В+х -  kDx = 0, B 'x - kDx = 0. (8)
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В системе (8) к  является спектральным пара
метром.

Остановимся на описании свойств спектра соб
ственных значений (к,) и вытекающих из них 
свойств распределения спектра {рД. Из свойств 
операторов типа /Т, которые подробно описаны в 
книге [2], и эквивалентности бесконечной систе
мы (8) исходной задаче (4)-(5) вытекает, что на
ряду с собственным значением к5 задача (8) имеет
собственное значение (это подтверждается
также численным анализом указанной системы). 
При этом, если 1т(к5) Ф 0, то в спектре задачи (4}-(5)
наряду с р5 будут также присутствовать р т, 1/р5, 
1/р?; если 1т(кг) = 0, но |kv| > 2, то ps является ве
щественным и спектр вместе с ps содержит 1/рл.; 
если 1т(к5) = 0 и |к5| < 2, то \ps\ = 1 и спектр вместе 
с р5 содержит ps ; собственному значению к5 = ±2
соответствует двукратное собственное значение 
ps = ±1. Ниже излагаются результаты для первых 
трех случаев. Случай кратных собственных зна
чений ps -  особый. Он в некотором смысле экви
валентен случаю толщинных резонансов регу
лярного волновода [6, 8] и требует отдельного 
рассмотрения.

Анализ бесконечной системы (8) позволяет 
выделить ряд свойств собственных значений к5 и 
соответствующих им собственных векторов \ s =

= {X ks}~=Qy позволяющих уменьшить объем вы
числений. Для описания этих свойств упорядочим 
множество собственных значений Ks с помощью 
неравенств |kJ  < |к2| < ...» при этом знак равен
ства имеет место, когда к5 = к5+1. Тогда Ks для
s  = 1,...»К, где К  = [£2/л] + 1 (здесь и далее [ . . . ] -  це
лая часть числа), являются собственными значе
ниями как первой, так и второй систем из (8). При 
этом собственные векторы второй подсистемы, 
соответствующие к5 и ks, могут быть представле
ны в виде линейной комбинации собственных век
торов первой подсистемы, соответствующих так
же к5 и к, (в случае 1т(к5) = 0 собственные вектора 
обеих подсистем совпадают). В случае s>  К ком
поненты собственного вектора xf = {Х*5}* = 0 
второй подсистемы связаны с компонентами соб
ственного вектора \ s = { X ks}°£= 0 первой подсисте

мы соотношениями Xks = Xks при k > [О./л], Xfs =

= X ks expi-lict^)  при к < [Q/л]. Эти свойства поз
воляют ограничиться численным исследованием 
только одной подсистемы из (8).
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Рис. 1. Зависимость первого собственного значения 
К| от £2 е  (0, тс) при I = 3.5 и а  = 0.4 (кривая /), а = 0.6 
(кривая 2), Kj -  вещественное.

Рис. 2. Зависимость первого собственного значения 
к, от Q  е  ( к ,  2л) при / = 3.5 и а  = 0.6; кривая /  соответ
ствует вещественной части, а кривая 2 -  мнимой.

Рис. 3. Зависимость второго собственного значения 
к2 от Q е  (л, 2л) при / = 3.5 и а  = 0.6; кривая 1  соответ
ствует вещественной части, а кривая 2 -  мнимой.

В случае, когда спектр {р5) имеет только про
стые собственные значения, любая элементарная 
волна представима в виде

w,(jc) = e x p O 'P ^ v X t) , Р5 = - i ln (p j) / / ,
v s( x  + l )  = V s( x ) ,

P, -  волновое число квазирегулярного слоя (слоя 
периодической структуры). При этом функцио
нальная зависимость £2 = £2(Р5), как и в регуляр
ном слое, определяет дисперсионную кривую 
квазирегулярного слоя. Можно показать, что cg = 
= dCl/dfi является групповой скоростью. Величи
на dCl/dK связана с для вещественных Р (|к| < 2, 
1ш(к) = 0) следующим образом:

Се = - l ( 4 - K ) 05d£l/dK.  (10)

3. Алгебраическая система (8) позволяет про
вести анализ свойств рассматриваемого волново
да в зависимости от параметров задачи /, а, £2. 
Важным для практических приложений является 
исследование зон запирания и прохождения нор
мальных волн, наличие которых присуще перио
дическим структурам. В терминах собственных 
значений к5 зона прохождения нормальной волны 
вида (9) определяется условием

|kJ < 2, 1ш(к?) = 0. (11)

При этом случай к5 = ±2 соответствует рр = р_р = 
= ±1 (Рр = Р_р = 0, л) и в данной работе не рассмат
риваются.

Численный анализ уравнения (8) в интервале 
0< £ 2 < л (£ 2  = я -  соответствует первой критиче
ской частоте волновода без разрезов) показал, 
что в широком диапазоне изменения параметров 
может существовать только одно значение к,, 
удовлетворяющее условию (11). В качестве иллюс
трации на рис. 1 изображены графики ^  = к,(£2). 
Первая кривая соответствует а = 0.4, I = 3.5; 
вторая: а = 0.6, 1 = 3.5. В обоих случаях область за
пирания характеризуется тремя интервалами. 
Первый случай 0.75 < £2 < л/3.5, 1.5 < £2 < 2тс/3.5, 
2.25 < £2 < 3л/3.5; второй случай 0.82 < £2 < я / 3.5, 
1.64 < £2 < 2л/3 .5 ,2.456 < £2 < 3я/3.5. С ростом па
раметра а при фиксированном значении / наблю
дается монотонный рост области запирания. 
Вычисления в интервале к  < £2 < 2я (£2 = 2к  соот
ветствует второй критической частоте волновода 
без разрезов) показали, что в широком диапазоне 
изменения параметров могут существовать два 
значения к5, удовлетворяющие условию (11). В ка
честве иллюстрации на рис. 2 и рис. 3 изображены 
графики к, = к ,(£2) и к2 = к2(£2) соответственно, 
при фиксированных значениях параметров а = 0.6 
и / = 3.5. Первая кривая соответствует веществен
ной части, а вторая мнимой. Как видно из рисун-
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ков, Kj и к2 являются вещественными везде, кро
ме интервалов 4.18 < О < 4.26, 4.77 < £2 < 5.03 и 
5.48 < £2 < 5.84, на которых они являются ком
плексно-сопряженными друг другу. Обозначим 
объединение этих интервалов через Z. На интер
валах к  < £2 < 3.59, 3.75 < £2 < 4.24,4.29 < £2 < 4.48, 
4.77 < £2 < 4.83 и 5.08 < £2 < 5.38, 5.89 < О < 6.28 
Re(Ki) превосходит по модулю 2. Обозначим их 
объединение через Z v На интервалах 3.23 < О < 
< 3.27,3.61 < £2 < 3.62,4.14 < £2 < 4.24,4.38 < £2 < 4.83, 
5.1 < £2 < 5.48 и 5.86 < £2 < 6.23 Re(K2) превосходит 
по модулю 2. Обозначим их объединение через 
Z2. Объединение множества Z  с пересечением 
множеств Z, и 2^ образует область запирания рас
сматриваемого волновода.

4. Пусть в неограниченном волноводе разрезы 
расположены в сечениях х  = (/, j  = 0, 1, ..., N, а из 
х  = -оо набегает однородная волна вида
V* ехр(/а,д:).

Разобьем наш слой на три области х < 0 ,0  < х  < IN 
и х  > IN. Решение в области х  < 0 будем отыски
вать в виде

w(j ) =  ^ A T k\rke x p (- ia kx ) )  +  V ^exp(ia^), (12)
к = О

в области x > I N b  виде

w(x)  = ^ M +kVlexp(iak( x - N1)). (13)
к = о

Рассматриваем случай, когда кратность всех ps 
равна единице. Решение в области 0 < х  <  IN , учи
тывая (5), (6) и (7), будем отыскивать в виде

оо

w (x) =  £  (У* exp(z 'a*(x-/[* //] ) )  х 
* = 0

О О

х Х ^ (р Г '1П(Р,ехР (ад- 1) +
1

+ p :1I/'1i,-I(p ;1ex p (ia i / ) - i ) ) +
(14)

+ V7exp(iat (/(1 + [ * / / ) ) - * ) ) х

х exp(ia*/)) +
5 = 1
+ p7[jc/,1K_I(p ;1 -  exp(ia*/)))).

Рис. 4. Зависимость энергетического коэффициента 
прохождения Кп от £1 е (0, к) w (л, 2л) при / = 1.0, а = 
= 0.6 и N = 4.

На границах областей х  = 0 и х  = N1 будут спра
ведливы следующие условия сопряжения

w (-0) = w(+0) Ы < а ,
Эхы(-0) = Э,и(+0) = 0 а < |у| < 1,

w ( l N -  0) = w(lN + 0) Ы < а , 
dxu ( l N -  0) = д М Ш  + 0) = 0 a  < |у| < 1.

Из этих условий следует непрерывность Э^и(х) на 
всем сечении, в силу чего

(15)

(16)

Ъгк- Щ  = 4 e x p ( 2 /a * 0 - 1 ) £ * * , (  ̂  +
5=1 (17)

А*; = (exp(2 iai 0 - l ) X ^ ( P A' ^  + P ^ y- ) -
5= 1

Исходя из соотношений (14)—(17), используя 
общий метод алгебраизации краевых задач [6], 
получаем следующую систему уравнений

(FX + Q X -  2G X R )R wy+ +

+ (FX + Q X -2 G X R _1)R  "у_ = 0 

(FX -  QX + 2G X R)y+ +

+ (FX -  QX + 2GXR~')y_ = 2a„,

(18)

где

F  =  ( A  +  C j ' A C ,  - E ) ( C q - E ) ,

Q  =  A ( C o  +  E ) ,  G  =  A C 0,

R = diagllpJI^,,, y+ = (У„ Yb Ys, ...), 

У -  =  ( ^ - J >  -^-2» • • •»  ^-5> • • • ) »

a «y —  ( a q 0 f  a q \ y  • • • >  a q m *  “ • ) >

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 43 № 2 1997 3*
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Рис. 5. Зависимость энергетического коэффициента 
прохождения Кп от Q е (0, я) и  (я, 2я) при / = 2.0, а = 
= 0.6 и N = 4.

Рис. 6. Зависимость энергетического коэффициента 
прохождения Кп от Q € (0, я) и  (я, 2я) при / = 3.5, а = 
= 0.6 и /V = 4.

X -  матрица, столбцами которой являются собст
венные векторы \ s.
5. Решение алгебраической системы (18) совмест
но с формулами (12)-( 14) позволяет рассчитывать 
распределение волновых полей в различных частях 
составного волновода. Опираясь на эти решения, 
можно также рассчитать коэффициент энергети
ческого прохождения Кп или эквивалентный ему 
коэффициент энергетического отражения К0. 
Можно показать, что для вычисления последних 
имеют место формулы

Nr Nr

«г1 X  М 2“ *' X  |м ; а к>

к = 0 * = 0
где N0 = [£2/тс].

Конкретные расчеты были проведены для 0 < 
< П < к и п <С1<2к при следующих значениях ос
тальных параметров задачи: а = 0.6, / = 1.0, 2.0,
3.5,г = 0(Оо = £2)иЛГ = 1,4, 10, 20, 30, 35.

Границы областей запирания неограниченного волно
вода с бесконечной периодической системой разрезов 
при а = 0.6 и N = 4

/ = 1.0 / = 2.0 / = 3.5
(2.34, 3.14) (1.38, 1.56) (0.82,0.9)
(3.35,3.91) (2.7,3.14) (1.64, 1.79)
(4.33,4.44) (3.56, 3.9) (2.46, 2.69)

(4.09, 4.42) (3.23, 3.27)
(4.74, 5.21) (4.14, 4.26)
(5.39, 5.66) (4.38, 4.48) 

(4.77, 5.03) 
(5.1,5.38) 
(5.48, 5.84) 
(5.89, 6.23)

В качестве критерия точности использовалось 
равенство

*„ + * 0 = 1 ,

которое является следствием условия отсутствия 
потерь в волноводе на внутреннее трение и излу
чения через боковую поверхность. При удержании 
в системе пятнадцати неизвестных погрешность по 
выбранному критерию, как правило, не превы
шала 1% и только при отдельных значениях пара
метров она достигала 8%.

Результаты вычислений проиллюстрированы 
графиками зависимости коэффициента энергети
ческого прохождения от Q  при N = 4. Случаю / = 1.0 
соответствует рис. 4, / = 2.0 -  рис. 5 ,1= 3.5 -  рис. 6. 
На осях абсцисс жирными линиями изображены 
области запирания волновода с бесконечной сис
темой разрезов. Границы этих областей сведены 
в таблицу.

В квазирегулярной части волновода перенос 
энергии на частотах в полосе запирания волново
да с бесконечной системой разрезов осуществляет
ся за счет взаимодействия неоднородных волн [6], 
при этом коэффициент энергетического прохож
дения уменьшается с ростом как длины периода /, 
так и количества разрезов N. Численный анализ 
при I = 3.5, а = 0.6 показал, что при N > 30 в соот
ветствующих частотных интервалах Кп < 0.05, т. е. 
составной волновод практически полностью за
перт. При большом количестве разрезов зависи
мость *„(£2) между областями запирания является 
сильно осциллирующей (частота осцилляции 
пропорциональна N), и даже при довольно малой 
погрешности вычислений говорить можно будет 
только о диапазоне изменения коэффициента 
энергетического прохождения на этом участке.

В заключение отметим, что рассмотренная 
задача теории упругости имеет очевидную акус
тическую аналогию.
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