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В задачах оптимального синтеза неоднородных структур при воздействии акустических волн в слу
чае непрерывной области изменения физических свойств материалов установлены качественные 
закономерности структуры оптимальных конструкций.

В п о с л е д н и е  д е с я т и л е т и я  з н а ч и т е л ь н о е  в н и м а 
н и е  у д е л я е т с я  и с с л е д о в а н и ю  в о л н о в ы х  п р о ц ессо в  
в н е о д н о р о д н ы х  с т р у к т у р а х  [ 1 - 6 ] .

П р и  п р о е к т и р о в а н и и  м н о г о с л о й н ы х  к о н с т р у к 
ц и й  р а з л и ч н о г о  н а з н а ч е н и я  в  р а с п о р я ж е н и и  п р о 
е к т и р о в щ и к а  и м е е т с я , к а к  п р а в и л о , о г р а н и ч е н 
н ы й  к о н е ч н ы й  н а б о р  м а т е р и а л о в . П р и  э т о м  св о й 
с т в а  д а н н о г о  н а б о р а  м а т е р и а л о в  о к а з ы в а ю т  
з н а ч и т е л ь н о е  в л и я н и е  н а  с т р у к т у р у  о п т и м а л ь н о й  
к о н с т р у к ц и и  [5 , 6 ] . Н а  д о п у с т и м о м  н а б о р е  ф и з и 
ч е с к и е  с в о й с т в а  м а т е р и а л о в  с в я з а н ы  м еж д у  с о 
б о й  н е к о т о р ы м и  ф у н к ц и о н а л ь н ы м и  за в и с и м о с т я 
м и, т а к  ч т о  н е з а в и с и м ы м  я в л я е т с я  т о л ь к о  один  
ф и з и ч е с к и й  п а р а м е т р , н а п р и м е р  п л о т н о с т ь  м а т е 
р и а л а . В  с л у ч а е  н е п р е р ы в н о й  о б л а с т и  и зм ен ен и я  
зн а ч е н и й  ф и з и ч е с к и х  с в о й с т в  м а т е р и а л о в  о б л а с 
т ь ю  у п р а в л е н и я  д л я  н е за в и с и м о г о  ф и з и ч е с к о г о  
п а р а м е т р а  я в л я е т с я  н е к о т о р ы й  с е гм е н т . О п т и 
м а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  ф и з и ч е с к и х  св о й ств  п о  
т о л щ и н е  к о н с т р у к ц и и  в э т о м  с л у ч а е  б у д е т  к у с о ч 
н о -н е п р е р ы в н ы м . Д и с к р е т и зи р у я  о б л а с т ь  и з м е 
н ен и я  зн а ч е н и й  ф и з и ч е с к и х  с в о й с т в  м а т е р и а л о в  с 
д о с т а т о ч н о  м е л к и м  ш а г о м , п р и х о д и м  к  за д а ч а м  
с и н т е з а  с  д и с к р е т н ы м  м н о ж е с т в о м  у п р ав л е н и я . 
В  э т о м  с л у ч а е  з а д а ч и  с и н т е з а  д л я  с л у ч а я  д и с к р е т 
н о г о  н а б о р а  м а т е р и а л о в  б у д у т  а п п р о к с и м и р у ю 
щ и м и  д л я  за д а ч  с и н т е з а  с  н е п р е р ы в н ы м  м н о ж е с т 
в о м  у п р а в л е н и я  д л я  ф и з и ч е с к и х  св о й ств . С  д р у го й  
с т о р о н ы , п р и  р а с ш и р е н и и  ч и с л а  м а т е р и а л о в  и с
х о д н о го  д и с к р е т н о г о  н а б о р а  с в о й с т в а  и сход н ой  
за д а ч и  с и н т е з а  б у д у т  п р и б л и ж а т ь с я  к  св о й ств ам  
с о о т в е т с т в у ю щ е й  за д а ч и  с и н т е з а  с  н е п р е р ы в н о й  
о б л а с т ь ю  и зм е н е н и я  зн а ч е н и й  ф и зи ч е с к и х  
с в о й с т в  м а т е р и а л о в . Э т и м  о б у с л о в л и в а е т с я  в а ж 
н о с т ь  с а м о с т о я т е л ь н о г о  и зу ч е н и я  з а д а ч  с и н те за  
с л о и с т ы х  с т р у к т у р , к о г д а  зн а ч е н и я  ф и зи ч е с к и х  
с в о й с т в  м а т е р и а л о в  и м е ю т  н е п р е р ы в н у ю  о б л а с т ь  
за д а н и я . В  з а д а ч а х  с и н т е з а  с  н е п р е р ы в н о й  о б л а с 
т ь ю  у п р а в л е н и я  о т к р ы в а ю т с я  н о в ы е  в о з м о ж н о с 
т и  д л я  и с с л е д о в а н и я  в л и я н и я  в и д а  ф у н к ц и о н а л ь 
н о й  за в и с и м о с т и  о д н и х  ф и з и ч е с к и х  с в о й с т в  о т

д р у ги х  н а  с т р у к т у р у  о п т и м а л ь н о й  к о н с т р у к ц и и . 
В а ж н о й  я в л я е т с я  п р о б л е м а  в ы д е л е н и я  у сл о ви й , 
п ри  к о т о р ы х  о п т и м а л ь н о е  р а с п р е д е л е н и е  ф и з и 
ч еск и х  с в о й с т в  п о  т о л щ и н е  к о н с т р у к ц и и  к у с о ч н о 
п о ст о я н н о , н е с м о т р я  н а  н е п р е р ы в н о с т ь  о б л а с т и  
у п р а в л е н и я  д л я  ф и з и ч е с к и х  сво й ств .

Р а с с м о т р и м  р а с п р о с т р а н е н и е  п л о с к о й  а к у с т и 
ч е с к о й  в о л н ы  в  с л о и с т о й  с т р у к т у р е  в р а м к а х  л и 
н ей н о й  м о д е л и  и д е а л ь н о й  ж и д к о с т и . О с ь  z  н а 
п р а в л е н а  в н у т р ь  с л о и с т о й  с т р у к т у р ы . П л о с к о с т ь  
х у  с о в п а д а е т  с  н а р у ж н о й  п о в е р х н о с т ь ю  к о н с т р у к 
ции . Б у д е м  с ч и т а т ь , ч т о  п о г л о щ е н и е  в  сл о и сто й  
с т р у к т у р е  о т с у т с т в у е т . К о г д а  д а в л е н и е  и н о р 
м а л ь н а я  с о с т а в л я ю щ а я  к о л е б а т е л ь н о й  с к о р о с т и  
ч а с т и ц  в  в о л н е  н е п р е р ы в н ы  п р и  п е р е х о д е  ч е р е з  
г р а н и ц ы  р а з д е л а  с р е д  с  р а з л и ч н ы м и  ф и з и ч е с к и 
м и  с в о й с т в ам и , р а с п р о с т р а н е н и е  а к у с т и ч е с к и х  
в о л н  в с л о и с т ы х  ср ед ах  м о ж е т  б ы т ь  о п и с а н о  к р а 
е в ы м и  за д а ч а м и , р е ш е н и я  к о т о р ы х  я в л я ю т с я  н е 
п р е р ы в н ы м и  ф у н к ц и я м и . Б у д е м  р а с с м а т р и в а т ь  
с л у ч а й  н а к л о н н о г о  п а д е н и я  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы . 
Т о г д а  е е  р а с п р о с т р а н е н и е  в с л о и с т о й  с т р у к т у р е  
м о ж е т  б ы т ь  о п и с а н о  с л е д у ю щ е й  к р а е в о й  з а д а 
чей :

/ ( z )  =  p ( z ) g ( z ) ,

g ( z )  =  - w 2p ( z ) / ( z ) ,  0 < z ^ / ,  (1)

g ( 0 )  = jTH(c o )c o s0 o( 2 - / ( O ) ) / p H,

g ( l )  =  iTe(c o )c o s 0 e/ ( / ) / p e .

В эти х  о б о зн ач ен и ях  p(z) =  (c“2(z) -  c~2 sin20o)/p (z), 
k H( o )  =  co/cH, k e(со) =  co/ce , p „ , cH -  п л о т н о с т ь  и с к о -  
р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы  в  п о 
л у п р о с т р а н с т в е , о т к у д а  п р и х о д и т  в о л н а , р в, с в  -  
п л о т н о с т ь  и с к о р о с т ь  р а с п р о с т р а н е н и я  в о л н ы  в 
п о с л е д н е м  п о л у п р о с т р а н с т в е ; 6в -  у г о л , п о д  к о т о 
р ы м  во л н а  вы х о д и т  из к о н с т р у к ц и и ,^ )  (0  <  z  ^  0  -  
к о м п л е к с н а я  а м п л и т у д а  а к у с т и ч е с к о й  в о л н ы . 
Г р а н и ч н ы е  у с л о в и я  о т р а ж а ю т  ф а к т  р а в е н с т в а
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е д и н и ц е  а м п л и т у д ы  п а д а ю щ е й  в о л н ы  и о т с у т с т 
ви я  о т р а ж е н н о й  в о л н ы  в  п о с л е д н е м  п о л у п р о с т 
р а н с т в е .

Ф и зи ч е с к и е  п а р а м е т р ы  с л о и с т о й  с т р у к т у р ы  
б у д ем  с ч и т а т ь  с в я з а н н ы м и  м еж д у  с о б о й  н е к о т о 
р о й  ф у н к ц и о н а л ь н о й  за в и с и м о с т ь ю  с  =  с (р ). 
З д е с ь  с (р )  -  н е п р е р ы в н а я  ф у н к ц и я , п о з в о л я ю щ а я  
о д н о з н а ч н о  в о с с т а н о в и т ь  с к о р о с т ь  з в у к а  в м а т е 
р и а л е  п о  е г о  п л о т н о с т и . В  э т о м  с л у ч а е  н е за в и с и 
м ы м  у п р а в л я ю щ и м  п а р а м е т р о м  б у д е т  я в л я т ь с я  
т о л ь к о  п л о т н о с т ь . Д о п у с т и м ы м  н а б о р о м  п л о т н о 
стей  б у д е т  я в л я т ь с я  с е г м е н т  А =  {р  : р ^  < р < 
< ртах). Д л я  к а ж д о г о  z  €  [0, /] в ы п о л н е н о  в к л ю ч е 
н и е

р ( г )  е  А . (2)
ч

Э н е р г е т и ч е с к и й  к о э ф ф и ц и е н т  п р о п у с к а н и я  а к у с 
т и ч е с к о й  в о л н ы  о п р е д е л я е т с я  ч е р е з  р е ш е н и е  
к р а е в о й  за д а ч и  (1 )  п р и  z  =  /:

c Hp Hc ° s 9  2 

с в Р в c o s e 0l / (  }1 •

. “ mix

A ( z )  =  J a ( z ,  (fl)A o, B ( z )  =  J р ( г ,  co)J(o,

Wmin

а ( г ,  со) =  - ^ R e ( y ( z ,  < o ) /(z , со)), (6)

P (z ,c o )  =  ^ R e ( / ( z , c o ) y ( z ,  CO)), 0 < z < / .

С ф о р м у л и р у е м  у с л о в и я , х а р а к т е р и з у ю щ и е  о п 
т и м а л ь н у ю  с т р у к т у р у . П у с т ь  п а р а  {p*(z); /*} -  о п 
т и м а л ь н о е  у п р а в л е н и е  и  о п т и м а л ь н а я  т о л щ и н а  в 
з а д а ч е  о п т и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я  (1 М З ) ,  /Ч г)>  
y * (z )  (0  < z  ^  /*) -  с о о т в е т с т в у ю щ и е  и м  р е ш е н и я  
и сх о д н о й  (1) и с о п р я ж е н н о й  (4 ) с и с т ем . Т о г д а  н а  
о п т и м а л ь н о м  р е ш е н и и  н а  о т р е з к е  [0, /* ] в ы п о л н е 
н о  у сл о в и е

/ * ( z ) ,  y * ( z ) ,  \ j /* (z ) ;  p * ( z ) )  =

=  m a x t f  ( / * ( * ) ,  / * ( z ) ,  y * ( z ) ,  V * ( z ) ;  p ) .
P €  Л

Т р е б у е т с я  с к о н с т р у и р о в а т ь  с л о и с т у ю  стр у к ту р у , 
о б л а д а ю щ у ю  н и з к и м  о т р а ж е н и е м  а к у с т и ч е с к и х  
в о л н  в  о д н и х  у ч а с т к а х  с п е к т р а  и  в ы с о к и м  -  в  д р у 
ги х . В  в а р и а ц и о н н о й  п о с т а н о в к е  д а н н а я  з а д а ч а  з а 
к л ю ч а е т с я  в  о п р е д е л е н и и  р а с п р е д е л е н и я  п л о т н о с 
т и  p*(z) и с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  ак у сти ч еск и х  
в о л н  c * ( z )  п о  т о л щ и н е  к о н ст р у к ц и и , а  т а к ж е  о б 
щ е й  ТОЛЩИНЫ к о н с т р у к ц и и  I*  (Zmin <  I*  <  /max), ПрИ 
к о т о р ы х  п р и н и м а е т  н а и м е н ь ш е е  зн а ч е н и е  ф у н к 
ц и о н ал

Е с л и  о п т и м а л ь н а я  т о л щ и н а  /* е  ( /min, /тах), т о

W * ( z ) , / * ( z ) , v * ( « ) . V * ( z ) ;  p * (z ))  =  0, (g)

О < z < l * .

И з  (8) с л е д у е т , ч т о  м еж д у  ф у н к ц и я м и  A * ( z )  и  B * ( z )  
с у щ е с т в у е т  с в я зь

Р * ( z ) B * ( z )  = -» i* (z )A *(z ),
0 < Z < / * .  (  ’

J  =  \ t ( © ) | / ( / ) | 2Jco.

“ >min

П о э т о м у  дл я  о п ти м ал ь н о го  р е ш е н и я  п р и  /* е  (Z ^ ,  
^  Апах) ф у н к ц и я  Н  (5 ) м о ж е т  б ы т ь  п р е о б р а з о в а н а  к  

виду

З д е с ь  т(со) ( - 1  <  т(со) <  1) в е с о в а я  ф у н к ц и я . Ф у н к 
ц и о н а л  к а ч е с т в а  (3 )  о п р е д е л я е т с я  за в и с и м о с т ь ю  
э н е р г е т и ч е с к о г о  к о э ф ф и ц и е н т а  п р о п у с к а н и я  о т  
ч а с т о т ы  в  з а д а н н о м  д и а п а з о н е  [(От п , 0 ^ ) .

Т а к  к а к  в  з а д а ч е  о п т и м а л ь н о г о  у п р а в л е н и я  ф а 
з о в ы е  п е р е м е н н ы е  н е п р е р ы в н ы , д л я  е е  и ссл ед о 
в а н и я  м о ж е т  б ы т ь  п р и м е н е н  п р и н ц и п  м а к си м у м а  
JI.С . П о н т р я г и н а  [7 , 8 ]. П р и  э т о м  с о п р я ж е н н а я  
к р а е в а я  з а д а ч а  б у д е т  и м е т ь  вид

V (z ) = co2p(z)p(z),

p { z )  =  - p ( z ) v ( z ) ,  0 < г < / ,

V ( 0 )  -  /* н( (0 )с о 5 в 0р ( 0 ) / р и =  0 ,  ( )

V(0 + i k a(<o)cosQep ( l ) / р в = -2 т(ш)/(/).
Ф у н к ц и я  Г а м и л ь т о н а  з а п и ш е т с я  в  виде

Н  =  p ( p ) A ( z )  +  p B ( z ) ,  0 < z < L  (5)

В  э т и х  о б о з н а ч е н и я х

# ( * ;  Р)|г = Р ^ * (г )
И(р) И *(г) 

Р P*(z)

0 < z < l * .

] (Ю)

И з  н е о б х о д и м ы х  у с л о в и й  о п т и м а л ь н о с т и  (7 ) б у 
д е м  и м е т ь

Р * ( г )  _
P*(z)

m a x ^ ^ ,  е с л и  Л * ( z ) > 0  
ре л  р

е с л и  Л * ( г ) < 0
ре л р

(х  =  a rg m a x A (x ) , е с л и  /4 (х )  =  ш а х Л ( х ) ) .

Т а к и м  о б р а з о м , т а к  ж е  к а к  и  в с л у ч а е  д и с к р е т 
н о й  о б л а с т и  у п р а в л е н и я  д л я  ф и з и ч е с к и х  сво й ств , 
е с л и  /*  е  ( /min, т о  о п т и м а л ь н а я  с т р у к т у р а  б у 
д е т  с о с т о я т ь  т о л ь к о  и з  д ву х  м а т е р и а л о в  д о п у с т и 

м о г о  н а б о р а  с  п л о т н о с т я м и  р  и  р , гд е
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a rg m a x
р  €  Л

argmin
р  €  Л

И (Р )

Е сли  0о =  0 , т о  =  - 2 — , гд е  Z (p )  =  р с (р )  -
Р Z 2( р )

в о л н о в о е  с о п р о т и в л е н и е . П о э т о м у  п р и  н о р м а л ь 
н о м  п ад ен и и  о п т и м а л ь н а я  с т р у к т у р а  с о с т о и т  
т о л ь к о  и з  д ву х  м а т е р и а л о в  с  м а к с и м а л ь н о  р а з л и 
ч а ю щ и м и с я  в о л н о в ы м и  с о п р о т и в л е н и я м и .

Р а с с м о т р и м  с л у ч а й  г р а н и ч н о й  о п т и м а л ь н о й  
т о л щ и н ы  к о н с т р у к ц и и . С ю д а  м о ж е т  б ы т ь  т а к ж е  
о т н е с е н  с л у ч а й  ф и к с и р о в а н н о й  о б щ е й  т о л щ и н ы  
к о н с т р у к ц и и . В в е д е м  ф у н к ц и ю  т *(z) =  fl* (z )M * (z ), 
0  <  z  <  /. Ф у н к ц и я  T*(z) н е п р е р ы в н а  н а  в сем  о т р е з 
к е  [0 , /] з а  и с к л ю ч е н и е м  т о ч е к ,  в к о т о р ы х  ф у н к 
ц и я  A * ( z )  о б р а щ а е т с я  в н у л ь . И з  н е о б х о д и м ы х  у с 
л о в и й  о п т и м а л ь н о с т и  с л е д у е т , ч т о  ф у н к ц и я  р*(г) 
у д о в л е т в о р я е т  с о о т н о ш е н и ю

Р * ( г )  =
a rg m a x c p (p , x * ( z ) ) ,  е с л и  A * ( z ) > 0 ,

Р  €  Л

a rg m in q > (p , x * ( z ) ) ,  е с л и  A * ( z ) < 0 .
р  G  Л

З д е с ь  <р(р, х) =  р (р )  +  х р , -о о  <  х  <  +оо.

В в е д е м  д в е  ф у н к ц и о н а л ь н ы е  за в и си м о с т и

р +(х )  =  a rg m a x c p (p , х ) , р  (х )  =  a rg m in e p (p , х ) .
Р  €  Л  р  €  Л

р+(т) м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ а я , а  р~(т) -  м о н о т о н 
н о  у б ы в а ю щ а я  ф у н к ц и я  а р г у м е н т а  т. С у щ еств у -

ю т  с е г м е н т ы  [х* jn , х * ах ], [ x min, х ^ ах ], з а  п р е д е л а 

м и  к о т о р ы х  ф у н к ц и и  р +(х), р~(х) м о г у т  п р и н и м а т ь  
л и ш ь  г р а н и ч н ы е  з н а ч е н и я . А н а л и з  ф у н к ц и о н а л ь 
н ы х  з а в и с и м о с т е й  р +(х), р~(х) д а е т  с у щ е с т в е н н у ю  
и н ф о р м а ц и ю  о  с т р у к т у р е  о п т и м а л ь н о й  к о н с т р у к 
ц и и . П о э т о м у  р а с с м о т р и м  в о п р о с  о б  о б л а с т я х  
з н а ч е н и й  ф у н к ц и й  р +(т) и  р ( х ) .  Ф у н к ц и о н а л ь н у ю  
за в и с и м о с т ь  с к о р о с т и  о т  п л о т н о с т и  з в у к а  с (р )  б у 
д е м  с ч и т а т ь  н а  с е г м е н т е  Л  д в а ж д ы  д и ф ф е р е н ц и 
р у е м о й . К о г д а  з н а ч е н и я  ф у н к ц и й  р +(х), р “(х) н а х о 
д я т с я  с т р о г о  в н у т р и  о т р е з к а  [p min, p max], д о л ж н ы  
в ы п о л н я т ь с я  н е о б х о д и м ы е  у с л о в и я  э к с т р е м у м а

ф у н к ц и и  ср(р, х ) : х  =  -  • Е с л и  н а  н е к о т о р о м

и н т е р в а л е  ( р , ,  р 2) с  [p min, p max] в ы п о л н я е т с я  у с л о 
в и е  d\l(p)/dp = 0 , т о  и н т е р в а л  ( р , , р 2) н е  м о ж е т  
в х о д и т ь  н и  в  о б л а с т ь  зн а ч е н и й  ф у н к ц и и  р +(х), н и  
в  о б л а с т ь  з н а ч е н и й  ф у н к ц и и  р“(х). П у с т ь  н а  н е к о 
т о р о м  и н т е р в а л е  ( р 1, р") в ы п о л н е н о  у с л о в и е
<P\l(p)/dp2 =  0. Т о г д а  ц (р )  =  Ро +  M-iP. Р  е  (р ',  р"). 
В  э т о м  с л у ч а е  э к с т р е м у м  ф у н к ц и и  ср(р, т )  н е  м о 
ж е т  д о с т и г а т ь с я  в н у т р и  о т р е з к а  ( р \  р").

Т а к и м  о б р а з о м , с е г м е н т  [p min, Ртах! м о ж е т  
б ы т ь  с у ж е н  д о  у ч а с т к о в , н а  к о т о р ы х  ф у н к ц и я  
ц (р )  я в л я е т с я  с т р о г о  м о н о т о н н о й  и  в ы п о л н е н о  ус
л о в и е  <P'\i{p)/do1 Ф  0.

П у с т ь  (m,+ , п \ )  (i =  1, Г )  -  с о в о к у п н о с т ь  и н т е р 

вал о в , н а  к о т о р ы х  в ы п о л н е н о  у сл о ви е  d z \ i { p ) / d p 2 <  
<  0 . Ф у н к ц и я  ф (р , т) м о ж е т  д о с т и г а т ь  м а к с и м у м а

л и ш ь  н а  э т и х  и н т е р в а л а х . Ч е р е з  ( m j , п , )  ( / =  1, /  ) 
о б о зн а ч и м  с о в о к у п н о с т ь  и н т е р в а л о в , н а  к о т о р ы х  
в ы п о л н я е т с я  у с л о в и е  c P p ( p ) / d p 2 >  0 . М и н и м у м  
ф у н к ц и и  ф (р , т )  м о ж е т  д о с т и г а т ь с я  т о л ь к о  н а  
э т и х  и н т е р в а л а х . Б у д е м  с ч и т а т ь , ч т о

P m i n  <  m l < п \ < гпг < п \  <  . . .  <  m j  <  п* <  р т а х .

Pmin — ^ 1  < П Х < т 2 < п 2 < . . . < т Г < п г <  р тах.

У т в е р ж д е н и е  1. П у с т ь  д л я  н е к о т о р о г о  н о м е р а  

к  (1 < к < 1 +)  д л я  в сех  % е  ( т * , т * ) в ы п о л н е н о  у с л о 

в и е  р +(т) е  ( р \ , q k )  с  { m l , я * ), а  д л я  в с е х  т е  [ т * , 

т к ] в ы п о л н е н о  у с л о в и е  р +(т) е  [ m l , п к ]. Т о г д а  н а

и н т е р в а л е  [ т* ,  т*]  р +(т) -  н е п р е р ы в н а я  и  с т р о г о  
м о н о т о н н о  в о з р а с т а ю щ а я  ф у н к ц и я  с в о е г о  а р г у 
м е н т а .

У т в е р ж д е н и е  2 . П у с т ь  д л я  н е к о т о р о г о  н о м е р а  

к  (1 <  к  <  Г )  д л я  всех  т е  ( т * , т * ) в ы п о л н е н о  услови е  

p - (T )e  ( р ~ ,  q~k ) < z { m ~ k , п~к ), а  д л я  всех  т  е  [ т * ,  Т* ] 

в ы п о л н е н о  у с л о в и е  р"(т) е  [ m l , п~к ]. Т о г д а  н а  и н 

т е р в а л е  ( т * , т * ) р_(т) -  н е п р е р ы в н а я  и  с т р о г о  м о 
н о т о н н о  у б ы в а ю щ а я  ф у н к ц и я  с в о е г о  а р г у м е н т а .

С п р а в е д л и в о с т ь  д а н н ы х  у т в е р ж д е н и й  м о ж е т  
б ы т ь  у с т а н о в л е н а  н а  о с н о в е  к о н с т р у к т и в н о г о  
а н а л и з а  н е о б х о д и м ы х  у с л о в и й  о п т и м а л ь н о с т и  (7).

О б о з н а ч и м  р* ( к  =  0 , р ) з н а ч е н и я  ф у н к ц и и

р +(т) в  т о ч к а х  р а з р ы в а , a  p t” { к  =  0 , q )  -  зн а ч е н и я

ф у н к ц и и  р"(т) в  э т и х  т о ч к а х . З д е с ь  р  и  q  -  ч и сл а  
т о ч е к  р а з р ы в а  ф у н к ц и й  р +(т) и  р“(т ) с о о т в е т с т 
в ен н о . Б у д е м  с ч и т а т ь , ч т о

Pmin =  P o < P l  < Р 2 <  ••• <  Р р ~  Р max’

P m i n  “  Ро <  P i  <  Р2 <  • • •  <  Pq “  Ртах- 

В в е д е м  ф у н к ц и ю

2«х, Р) = 1 1 1

P -a v p c 2(p) ас2(се)

гд е  с ( а )  и  с (р )  -  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  а к у с 
т и ч е с к и х  в о л н  в  м а т е р и а л а х  д о п у с т и м о г о  н а б о р а , 
п л о т н о с т и  к о т о р ы х  р а в н ы  с о о т в е т с т в е н н о  а и р .
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У т в е р ж д е н и е  3 . Т о ч к и  р а з р ы в а  ф у н к ц и й  р+(т) 
у д о в л е т в о р я ю т  р е к у р р е н т н ы м  с о о т н о ш е н и я м

т г =  m in  # ( р * _ „ р )  =  iC (p * _ ,, р * ) ,
Р ' “  I  <  Р  ~  Р т и  _______ (11)

( г =  1 , р ) .

Р е к у р р е н т н ы е  с о о т н о ш е н и я  ( И )  п о з в о л я ю т  
в ы д е л и т ь  т о ч к и  р а з р ы в а  ф у н к ц и й  р*(т) и р“(т), а 
т а к ж е  з н а ч е н и я  э т и х  ф у н к ц и й  в э т и х  т о ч к а х . Д л я  
к а ж д о г о  г  (1 <  г  < р )  с у щ е с т в у е т  т а к о е  к  (1 <  к  <  /+),

ч т о  б у д е т  в ы п о л н е н о  в к л ю ч е н и е  ( р +( т * _ , ) ,  

p +( t * )) с  ( m l , п к ). П р и  э т о м  д л я  всех  т  е  [ т * _ , , 

т * ]  ф у н к ц и я  р +(т )  g  [ m l , п [  J. Н а  о с н о в е  у т в е р ж 

д е н и я  1 з а к л ю ч а е м , ч т о  н а  о т р е з к е  т * )

ф у н к ц и я  р +(т) н е п р е р ы в н а  и с т р о г о  м о н о т о н н о  
в о з р а с т а ю щ а я . Ф у н к ц и я  р"(т) н а  к а ж д о м  и з о т р е з 

к о в  ( т г_ , ,  т ” ) (1 <  г  <  q )  н е п р е р ы в н а  и с т р о г о  м о 
н о т о н н о  у б ы в а ю щ а я  ф у н к ц и я  с в о е г о  а р гу м е н т а . 
М еж д у  т о ч к а м и  р а з р ы в о в  ф у н к ц и и  р +(т) и р~(т) 
я в л я ю т с я  р е ш е н и я м и  у р а в н е н и я  т  =  - d p ( p ) l d p .  
О б о з н а ч и м

А* =  { р * ( т ) , т * ^ т < т * } ,

А '  =  { р " ( т ) , т ^ т < т ; } ,

Л *  =  л + и л " .

З н а ч е н и я  о п т и м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  п л о т н о с 
т и  п о  т о л щ и н е  к о н с т р у к ц и и  р * (т ) п р и н а д л е ж а т  
м н о ж е с т в у  Л * . Р а с с м о т р и м  п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь  
э л е м е н т о в

•••» Ро» Pi» •••» Рру Рqy Р</-1» •••» Ро» Ро» P i»---  (12)

З н а ч е н и я  о п т и м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  п л о т н о с 
т и  р * (т )  п о  о б е  с т о р о н ы  о т  т о ч е к  р а з р ы в а  я в л я 
ю т с я  с о с ед н и м и  в п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  (12).

М н о ж е с т в о  зн а ч е н и й  о п т и м а л ь н о г о  р а с п р е д е 
л ен и я  п л о тн о сти  п о  т о л щ и н е  ко н стр у к ц и и  п рин ад
л е ж и т  о б л а ст я м  зн ач ен и й  ф у н к ц и й  р*(т) и р~(т). 
П р и  э т о м  с о г л а с н о  св язи  ф у н к ц и й  р +(т) и  р ‘ (т) с 
ф у н к ц и е й  р * ( z )  с т р у к т у р н ы е  о с о б е н н о с т и  д а н н ы х  
ф у н к ц и й  н а х о д я т  н е п о с р е д с т в е н н о е  о т р а ж е н и е  в 
о с о б е н н о с т и  п о в ед ен и я  ф у н к ц и и  р  *(z). Т а к  
н а п р и м е р , у ч а с т к и  м о н о т о н н о с т и  ф у н к ц и й  р +(т )  и 
р"(т), в за и м н о е  п о л о ж е н и е  т о ч е к  р а з р ы в а  д ан н ы х  
ф у н к ц и й  н а х о д я т  с в о е  н е п о с р е д с т в е н н о е  о т р а ж е 
н и е  в х а р а к т е р е  ф у н к ц и о н а л ь н о й  за в и с и м о с т и  о п 
т и м а л ь н о г о  р а с п р е д е л е н и я  п л о т н о с т и  п о  т о л щ и 
н е  к о н с т р у к ц и и  p*(z). Ф у н к ц и и  ж е  р +(т) и р~(т) м о 
гу т  б ы т ь  п о с т р о е н ы  з а р а н е е . Т а к и м  о б р а з о м  
з а р а н е е  м о ж е т  б ы т ь  у с т а н о в л е н а  в п о л н е  о п р е д е 
л е н н а я  и н ф о р м а ц и я  о  с т р у к т у р н ы х  о с о б е н н о с т я х  
ф у н к ц и о н а л ь н о й  за в и с и м о с т и  p*(z).
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