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Получены аналитические зависимости динамических индуктивностей и емкостей кварцевых резо­
наторов с  пьезоэлементами АТ-среза от размеров электрода произвольной формы, позволяющие 
определять электрические параметры резонатора как при гармонических, так и при ангармониче­
ских колебаниях. Приведены результаты вычислений для форм электродов, позволяющих одновре­
менно выделять два и три колебания при значительном ослаблении побочных резонансов.

М н о г о м о д о в ы й  р е ж и м  р а б о т ы  к в а р ц е в ы х  р е ­
з о н а т о р о в  (К Р ), п о д  к о т о р ы м  п о н и м а ет ся  ц е л е н а ­
п р а в л е н н о е  в о зб у ж д е н и е  в  р е з о н а т о р е  н еск о л ьк и х  
к о л е б а н и й  [1, 2 ], п р и в л е к а е т  в се  б о л ь ш е е  в н и м а­
н и е  с п е ц и ал и ст о в , т а к  к а к  п о з в о л я е т  су щ ествен н о  
п о в ы с и т ь  м е т р о л о г и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  п ь е з о ­
р езо н ан сн ы х  устр о й ств . П о э т о м у  в о п р о сы  р асч ета  
э л е к т р и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  К Р , и м ею щ и х  н ес к о л ь ­
к о  р а б о ч и х  ч а с т о т , а  т а к ж е  с п е ц и ал ь н ы х  р е з о н а т о ­
р о в  с о  с л о ж н о й  г е о м е т р и е й  э л е к т р о д о в  п р о д о л ж а ­
ю т  о с т а в а т ь с я  а к т у а л ь н ы м и .

О д н а к о  р а з р а б а т ы в а е м ы е  в п о с л е д н и е  го д ы  
м е т о д ы  т е о р е т и ч е с к и х  и э к с п е р и м е н т а л ь н ы х  и с ­
с л е д о в а н и й  х а р а к т е р и с т и к  п ь е з о э л е к т р и ч е с к и х  
р е з о н а т о р о в  [3 -6 ]  н а п р а в л е н ы , в о с н о в н о м , н а  п о ­
л у ч е н и е  к а ч е с т в е н н о й  о ц е н к и  в л и я н и я  с о о т н о ш е ­
ний г е о м е т р и ч е с к и х  р а зм е р о в  к р у гл ы х  и  п р я м о ­
у го л ь н ы х  п л асти н  п о сто ян н о й  т о л щ и н ы  и  п р о сты х  
ф о р м  э л е к т р о д о в  (к р у гл ы х , п р ям о у го л ьн ы х ) на 
п а р а м е т р ы  р е з о н а т о р о в , н а  у т о ч н е н и е  п р и б л и ж е ­
н и я  и з в е с т н ы х  м е т о д о в  р а с ч е т а  и  н е  м о г у т  б ы т ь  
и с п о л ь з о в а н ы  д л я  р а с ч е т а  п а р а м е т р о в  и  х а р а к т е ­
р и с т и к  м н о г о ч а с т о т н ы х  р е з о н а т о р о в , и м ею щ и х , 
к а к  п р а в и л о , э л е к т р о д ы  с л о ж н ы х  ф о р м .

Ч и с л е н н ы е  и с с л е д о в а н и я  х а р а к т е р и с т и к  и п а ­
р а м е т р о в  К Р  [1 -7 ] ,  и м е ю щ и х  п у ч н о с т и  к о л е б а н и й  
в ц е н т р е  п ь е з о э л е м е н т а , п о зв о л и л и  д л я  р е з о н а т о ­
р о в  с  л и н з о в ы м и  п ь е з о э л е м е н т а м и  (Л П Э ) п о л у ­
ч и т ь  п р о с т ы е  а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  р а с ­
ч е т а  с п е к т р а л ь н ы х  х а р а к т е р и с т и к , д и н ам и ч еск и х  
и н д у к т и в н о с т е й  и  е м к о с т е й , а  т а к ж е  е м к о с т н о г о  
о т н о ш е н и я . О д н а к о  р а с с м о т р е н н ы е  в [2] к о л е б а ­
н и я  б ы в а ю т  д о с т а т о ч н о  и н т е н с и в н ы м и  т о л ь к о  
п р и  ш и р о к о  и с п о л ь з у е м ы х  ф о р м а х  э л е к т р о д о в  
(к а к  п р а в и л о , о с е с и м м е т р и ч н ы х )  и с о с т а в л я ю т  
л и ш ь  ч а с т ь  в с е го  с п е к т р а  ч а с т о т  П Э  [1]. П р и  к о н ­
с т р у и р о в а н и и  ж е  м н о г о м о д о в ы х  р е з о н а т о р о в  
д о л ж н ы , к а к  п р а в и л о , и с п о л ь зо в а т ь с я  э л е к т р о д ы

с л о ж н о й  к о н ф и г у р а ц и и , к о т о р а я  в б о л ь ш и н с т в е  
с л у ч а е в  о т л и ч н а  о т  о с е с и м м е т р и ч н о й .

В дан н о й  р а б о т е  п р ед л агается  д а л ь н е й ш е е  р а з ­
ви ти е м ето д о в  р асч ет а , и зл о ж е н н ы х  в  р а б о т е  [2], 
ч т о  п о з в о л я е т  о п р е д е л я т ь  э к в и в а л е н т н ы е  э л е к т ­
р и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  м н о г о м о д о в ы х  р е з о н а т о р о в  
в за в и си м о с т и  о т  ф о р м ы  и р а з м е р о в  э л е к т р о д о в  
с л о ж н о й  г е о м е т р и и , а  т а к ж е  н а х о д и т ь  п у ти  у л у ч ­
ш е н и я  э л е к т р и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  и  х а р а к т е р и с ­
т и к  м о н о ч а с т о т н ы х  р е з о н а т о р о в . 4

З а в и с и м о с т и  д и н а м и ч е с к о й  и н д у к т и в н о с т и  (L) 
и е м к о с т и  (С ) К Р  о т  ф о р м ы  и  р а з м е р о в  э л е к т р о д а  
п р и  р е з о н а н с н ы х  к о л е б а н и я х  и м е ю т  ви д  [2]:

L nmp = k c/ ( F nr P) 2- Сптр = ( F : mp)2/ k c(02nmp-

k c =  k 0 F nvmp; k 0 =  P iV 4 8 * 226t f > .

гд е  n m p  -  и н д е к с ы  р е з о н а н с н ы х  к о л е б а н и й ; р А -  
п л о т н о с т ь  к в а р ц а ; со -  к р у г о в а я  ч а с т о т а ;  е 1ь -  э ф ­
ф е к т и в н а я  п ь е зо э л е к т р и ч е с к а я  к о н ст ан т а  [2]; И0 -  

в ы с о т а  Л П Э  в ц е н т р е ; R p  -  п р и в е д е н н ы й  р ад и у с  
П Э  [2].

Ф у н к ц и я  F v, за в и с я щ а я  о т  ф о р м ы  и  р а з м е р о в  
П Э , д л я  к а ж д о г о  р е з о н а н с н о г о  к о л е б а н и я  я в л я е т ­
с я  в е л и ч и н о й  п о с т о я н н о й  [2]. З н а ч е н и е  ж е  ф у н к ­
ц и и  F S1 о п р е д е л я е м о е  в  р е з у л ь т а т е  и н т е г р и р о в а ­
н и я  к о м п о н е н т  ф у н к ц и и  р а с п р е д е л е н и я  с м е щ е ­
н и й  п о  п л о щ а д и  э л е к т р о д а , в с л у ч а е  е г о  с л о ж н о й  
г е о м е т р и и  б у д е т  и м е т ь  вид:

/= 15
Р о ( г )  +

ft
м

+  Y ,  [ P m ( r ) c o s m b  +  Q m ( r ) s i n m $ ] ■ dSe,

т =  1
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t

р а з б и т а  вся  п л о щ а д ь  с о с т а в н о г о  (с л о ж н о г о )  э л е к ­
т р о д а . Т а к ,  н а п р и м е р , э л е к т р о д , и з о б р а ж е н н ы й  
н а  р и с . 1а, м о ж н о  п р е д с т а в и т ь  в в и д е  двух  э л е к т ­
р и ч е с к и  с в я за н н ы х  э л е к т р о д о в : к р у г л о г о  с  р а д и у ­
со м  г , и  ч а с т и  к о л ь ц а , з а к л ю ч е н н о й  м е ж д у  р а д и у ­
с а м и  г { и  г 2 и  у г л а м и  и д 2. Н а б о р о м  с е к т о р о в , 
ч а с т е й  к о л е ц  и  к р у г а  м о ж н о  а п п р о к с и м и р о в а т ь  
л ю б у ю  ф о р м у  э л е к т р о д а . Н а  р и с . 16 п о к а з а н ы  
н е к о т о р ы е  в а р и а н т ы  ап п р о к си м ац и и  п р я м о у го л ь ­
н о го  э л е к т р о д а  сек то р ам и  к р у га  и  ч астя м и  кол ец . 
А п п р о к си м ац и и  п о д о б н о го  ви да  м о ж н о  с д е л а т ь  для 
э л е к т р о д о в  п р о и зво л ьн о й  ф о р м ы . В  э т о м  сл у ч ае  
ф у н к ц и я  F s б уд ет  о п р ед ел я ть ся  в ви де  су м м ы  и н тег­
р а л о в  под  о тд е л ь н ы м и  п лощ ад кам и :

Рис. 1. Варианты представления электродов произ­
вольной формы.

Рис. 2. Связь формы электрода с интегральным пье­
зоэлектрическим зарядом для основного и ближай­
ших ангармонических колебаний.

гд е  Р ,  Q -  к о м п о н е н т ы  ф у н к ц и и  с м е щ е н и й , з а в и ­
с я щ и е  о т  р а д и у с а  [2]; S ei -  э л е м е н т а р н а я  п л о щ а д ­
к а  с о с т а в н о г о  э л е к т р о д а  о б щ е й  п л о щ а д и  5; К  -  

к о л и ч е с т в о  э л е м е н т а р н ы х  п л о щ а д о к , н а  к о т о р ы е

r2 i
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Е с л и  ф у н к ц и и  P m , Q m з а д а н ы  а н а л и т и ч е с к и , т о  
и н т е г р а л ы  в (1 ) л е г к о  в ы ч и с л я ю т с я . И н т е г р и р о ­
в а н и е  п о  з а т е м н е н н ы м  у ч а с т к а м  (ри с. 2 6 )  в ы п о л ­
н я е т с я  ч и сл ен н о .

П о  п о л у ч е н н ы м  с о о т н о ш е н и я м  в ы ч и с л я л о с ь  
о с л а б л е н и е  р е з о н а н с н ы х  к о л е б а н и й  д л я  двух  
ф о р м  э л е к т р о д о в . С т е п е н ь  о с л а б л е н и я  о п р е д е л я ­
л а с ь , к а к  и  р а н е е  [2], с л е д у ю щ и м  о б р а зо м :

А Ы р  =  2 0 \ g ( L lm p/  L * m p ) ,  (2 )

гд е  L , L* -  и н д у к т и в н о с т ь  п р и  за д а н н о й  и о п т и ­
м а л ь н о й  (д л я  р а с с м а т р и в а е м о г о  к о л е б а н и я )  ф о р ­
м е  э л е к т р о д о в  с о о т в е т с т в е н н о . И з в е с т н о , ч т о  п р и  
п р о е к т и р о в а н и и  м н о г о ч а с т о т н ы х  р е з о н а т о р о в  
т р е б у е т с я  о б е с п е ч и т ь  д о с т а т о ч н у ю  и н т ен с и в н о с ть  
р а б о ч и х  к о л е б а н и й  с  м а к с и м а л ь н ы м  о с л а б л е н и е м  
п о б о ч н ы х  р езо н ан со в . П р и в л е к а т е л ь н ы м и  в э т о м  
о т н о ш е н и и  я в л я ю т с я  п р я м о у г о л ь н ы е  э л е к т р о д ы , 
т а к  к а к , п о д о б р а в  ш и ри н у  т а к о г о  э л е к т р о д а , м о ж ­
н о  о д н о в р е м е н н о  в д о с т а т о ч н о й  с т е п е н и  о с л а б и т ь  
к о л е б а н и я  с  р а с п о л о ж е н и я м и  п у ч н о с т е й  в д о л ь  
о д н о й  и з о сей . Н а п р и м е р , д л я  Л П Э  с  ш и р и н о й  
п о л о с к и  э л е к т р о д а  в д о л ь  о си  х  р а в н о й  х е =  0 .2 d  

(гд е  d  -  д и а м е т р  П Э )  о с л а б л е н и я  ш е с т и  п е р в ы х
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р е з о н а н с н ы х  к о л е б а н и й , о п р е д е л е н н ы х  п о  (2 ), б у ­
д у т  р а в н ы :

А , , ,  =  10 д Б ,  А 113 = 6 .4  д Б ,  А 131 =  59  д Б ,

А ; , 5  =  5 . 5  д Б ,  А 133 =  5 2  д Б ,  А 1 5 1 = 6 9 д Б ,

т .е . зд есь  о д н о в р ем ен н о  т р и  к о л еб ан и я  (111, 113, 
115) будут и м е т ь  д о стато ч н у ю  и н тен си вн ость  при 
зн а ч и т ел ь н о м  о сл аб л ен и и  р езо н ан со в  113, 133, 151.

В ы д е л е н и е  ж е  д ву х  ч а с т о т  п р и  о д н о в р е м е н н о м  
м а к с и м а л ь н о м  о с л а б л е н и и  ч е т ы р е х  н е р а б о ч и х  
м од  п р е д с т а в л я е т с я  в е с ь м а  с л о ж н о й  за д а ч е й , т а к  
к а к  о д н о в р е м е н н о  с  о с л а б л е н и е м  н е ж е л а т е л ь н ы х  
к о л е б а н и й  п р о и с х о д и т  и с н и ж е н и е  и н тен си в н о сти  
р а б о ч и х  м од . Н а  р и с . 2  п р и в е д е н а  о д н а  и з  в о з м о ж ­
н ы х  ф о р м  э л е к т р о д а  (п о к а з а н а  ч е т в е р т ь  э л е к т ­
р о д а , о г р а н и ч е н н а я  с п л о ш н о й  л и н и ей ), п о з в о л я ­
ю щ а я  в ы д е л и т ь  к о л е б а н и я  111 и  115. П у н к т и р ­
н ы е  л и н и и  н а  п о в е р х н о с т и  Л П Э  с о о т в е т с т в у ю т  
с м е щ е н и я м , р а в н ы м  0.1 о т  м а к с и м а л ь н о г о  з н а ч е ­
н и я  д л я  всех  р а с с м о т р е н н ы х  ш е с т и  р е зо н а н с н ы х  
к о л е б а н и й . В е р т и к а л ь н о й  ш т р и х о в к о й  о т м е ч е н ы  
о б л а с т и  э л е к т р о д а , п о д  к о т о р ы м и  з а  с ч е т  п ь е з о ­
э ф ф е к т а  в д а н н ы й  м о м е н т  в р е м е н и  н а в о д и т с я  ус­
л о в н о  о т р и ц а т е л ь н ы й  за р я д , а  г о р и зо н т а л ь н о й  
ш т р и х о в к о й  -  о б л а с т и , гд е  в  т о т  ж е  м о м е н т  н а в о ­
д и тся  у с л о в н о  п о л о ж и т е л ь н ы й  зар я д . З а  с ч е т  
т а к о й  п р о ти в о ф а зн о ст и  п ри  р ав ен ств е  и н тегр ал ь ­
н ы х  зар я д о в  п о  а б с о л ю т н о й  вел и ч и н е  (С  =  0, или L  
= ©о) д о сти гается  м ак си м ал ьн о е  о сл аб л ен и е  д ан н ого  
к о л еб ан и я . Д л я  зад ан н о й  гео м етр и и  э л е к т р о д а  р ас ­
ч ето м  п о л у ч ен ы  сл ед у ю щ и е  зн ач ен и я  ослаблен и й  
к о л еб ан и й , о п р ед ел е н н ы х  со гл асн о  (2):

А 111  =  10 д Б ,  А и з =  4 6  д Б , А |3| =  9 2 д Б ,

А ц 5 =  17.2  д Б ,  А |зз = 5 2  д Б , А |5 | =  7 0 д Б .

В и д н о , ч т о  р е з о н а н с н ы е  к о л е б а н и я  111 и 115 о к а ­
з ы в а ю т с я  н а и б о л е е  и н т е н с и в н ы м и  д л я  дан н о й  
ф о р м ы  э л е к т р о д а .

Т а к и м  о б р а з о м , п о л у ч е н н ы е  в д а н н о й  р а б о т е  
а н а л и т и ч е с к и е  в ы р а ж е н и я  д л я  и н д у к ти в н о сти  и 
е м к о с т и  К Р  с  э л е к т р о д а м и  с л о ж н о й  ф о р м ы  с о в ­
м е с т н о  с  р е з у л ь т а т а м и  р а б о т  [2, 7] п о з в о л я ю т

л е г к о  п р о в о д и т ь  а н а л и з  п е р е ч и с л е н н ы х  в ы ш е  
э л е к т р и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  р е з о н а т о р а  к а к  п ри  
г а р м о н и ч е с к и х , т а к  и п р и  а н г а р м о н и ч е с к и х  к о л е ­
б а н и я х  в  за в и си м о с т и  о т  ф о р м ы  и  р а з м е р о в  э л е к ­
т р о д а . Э т о  в а ж н о  н е  т о л ь к о  д л я  р а з р а б о т к и  с п е ­
ц и а л ь н ы х  м о н о ч а с т о т н ы х , н о  и д л я  р а з р а б о т к и  
м н о г о м о д о в ы х  р е з о н а т о р о в . П о л у ч е н н ы е  а н а л и ­
т и ч е с к и е  зав и си м о сти  у д о б н ы  п р и  р е ш е н и и  к а к  
за д а ч  а н а л и за , т а к  и  с и н т е з а  р а с с м о т р е н н ы х  э л е ­
к т р и ч е с к и х  п а р а м е т р о в  К Р  и  м о г у т  б ы т ь  п о л е з н ы  
п р и  р а з р а б о т к е  с и с т ем  а в т о м а т и з и р о в а н н о г о  
п р о е к т и р о в а н и я  у с т р о й с т в  а к у с т о э л е к т р о н и к и .
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Dynamic Electric Parameters of Quartz Resonators 
with Electrodes of Arbitrary Shape

1.1. Postnikov and T. V. Khristoforova

W e obtained explicit expressions for the dynamic inductances and capacitances o f AT-cut piezoelectric-crystal 
resonators as functions for dimensions of arbitrarily shaped driving electrodes. These expressions can be used 
to  calculate the resonator electric parameters, both under harmonic and anharmonic vibrations. Numerically 
calculated electrode geometries that simultaneously support two and three vibration modes with substantial 
suppression o f parasitic resonances are presented.
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