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Классическая рэлеевская формулировка вза­
имности [1] для динамической системы, описыва­
емой уравнениями Лагранжа, с произвольным, но 
конечным числом степеней свободы, представля­
ет  взаимность системы через симметричность ее  
обобщ енного импеданса. В акустике следствием 
принципа взаимности является симметрия функ­
ции Грина [2] относительно точек наблюдения и 
источника. В механике соотношения взаимности 
записываются чаще через условия взаимности ра­
бот [3]. В общем случае система взаимна, если она 
описывается самосопряженным оператором [4].

Для двух источников это выражается в равен­
стве работ взаимодействия первого источника 
F{х) = L[v(x)] с откликом на воздействие второго -  
и{х) и второго L[u(x)] =  G(x) с откликом на воздей­
ствие первого v(x): (Fu) = (Gv). Здесь функции v  = 
= v(x) и и = и(х) описывают поля, возбужденные 
заданными источниками F{x) и G(x), в системе, ди­
намика которой описывается оператором L. Для 
локальных источников, действующих в точках *1 
и х2, это  равенство эквивалентно равенству пере­
ходных импедансов из точки х \  и х2 и обратно: 
F(xl ) / v(x2)  = G(x2)/u(xl).

При постановке экспериментов в виброакус­
тике на основе принципа взаимности -  калибров­
ке акустических источников, модальном анализе 
конструкций, измерениях звуковиброизоляции и 
излучательной способности, данные условия в 
большинстве случаев выполняются [4, 5]. Обсуж­
дения вопроса о взаимности той или иной систе­
мы так или иначе сводятся к анализу оператора 
системы, полученного в определенной математи­
ческой модели этой системы. Отклонения могут 
возникнуть за счет нелинейности в граничных ус­
ловиях (типа проскальзывания), нелинейных эле­
ментах виброизоляции, различного типа движе­
ний среды, параметрических эффектов, актив­
ных элементов систем виброгашения и т.п.

Определение связи измеренных в эксперимен­
те отклонений от взаимности и параметров кон­
кретных задач представляет интерес для решения 
обратной задачи об  учете в динамической модели 
системы невзаимных элементов. Нарушение 
принципа взаимности, выраженное количествен­

но, само по себе является характеристикой систе­
мы. Количественной характеристикой невзаим­
ности служит конъюнкция оператора системы  
(функция, характеризующая несамосопряжен­
ную часть оператора), которая реально измеряет­
ся на эксперименте. Е е величина определяется 
различием коэффициентов передачи в прямом и 
взаимном экспериментах и характеризует косоэр­
митову часть оператора системы, а сама методика 
измерений совпадает с  непосредственной провер­
кой взаимности системы.

Невзаимность измеряется так ж е как различие 
во взаимных измерениях энергии взаимодействия 
источника переменной силы, действующего в 
изучаемой конструкции, и тестового стороннего 
источника. Для нестационарных источников со­
отношения взаимности записываются через 
свертку временных зависимостей сил источников 
с виброоткликами сторонних источников, то есть 
взаимнокорреляционные функции. Энергия взаи­
модействия определяется экспериментально че­
рез изменение функции взаимной корреляции 
между силой и скоростью в точке нахождения ис­
точника при включении стороннего.

М ожно предложить несколько вариантов при­
менения измерений невзаимности:

-  локализация невзаимного элемента, кото­
рый чаще всего связан с дефектами конструкции 
типа трещин и т.п., с помощью перемещения по 
конструкции тестового источника и измерения 
величины невзаимности;

-  измерение частотных характеристик конъ­
юнкции с целью исследования свойств невзаимного 
элемента (например, типа нелинейности);

-  исследования путей распространения коле­
бательной энергии в системах со сложным рас­
пределением потоков или движений среды.

Для задачи исследования акустического поля 
конструкций с действующими в них переменными 
силами [6] сформулируем весьма интересное раз­
витие алгоритма модального анализа в примене­
нии к виброакустике с  использованием взаимных 
соотношений и учетом невзаимных элементов.
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Получим матричную запись соотношений взаим­
ности для указанной задачи.

Акустические характеристики конструкции 
представим с  помощью передаточной матрицы 
[Н]у описывающей связь переменных сил, дейст­
вующих в конструкции, и внешнего акустическо­
го поля:

{/>} = [ //] • {  F},
так что для /-ой точки акустического поля

Pi={H)r { F}.
Элементы /-ой строки передаточной матрицы 

определяются во “взаимном" эксперименте изме­
рением передаточных функций в точке приложе­
ния сил из точки внешнего поля: { # | ,  = (1 /Q)  • {v ')'. 
Здесь Q  -  производительность монопольного ис­
точника, размещенного в точке /, v' -  наведенная 
в точке на конструкции (где действует перемен­
ная сила) виброскорость. В конечном виде

Известно, что для самосопряженных операторов 
всегда существует система ортогональных собст­
венных функций, что используется при модаль­
ном анализе, и после перехода к модальным коор­
динатам {v } = [Ф] • {q} имеем:

Р  =  ( U Q )  ■ {q'}' • {Fq). (1)
Здесь [Ф] -  модальная матрица, составленная из 
собственных форм колебаний исследуемой систе­
мы -  ортогонального базиса; q -  вектор из ампли­
туд мод.

Последнее выражение позволяет распростра­
нить алгоритмы и методики экспериментов мо­
дального анализа и его приложений на виброаку- 
стические задачи: модификацию конструкций, 
проектирование конструкций с заданными акус­
тическими характеристиками, поиск источников, 
исследование акустически активных форм коле­
баний и их визуализацию. Из (1) видно, что мода 
с наибольшим коэффициентом возбуждения во 
“взаимном'’ эксперименте наиболее эффективно 
излучает и необходимо для снижения излучения 
либо отстраивать от таких мод распределение 
сил, либо модифицировать конструкцию пере­
распределением масс и жесткостей с целью изме­
нения формы мод и снижения их акустической 
активности. Процедуры модификации формы из­
вестны из модального анализа [7], а взаимные 
измерения с  когерентными измерениями вибро­
поля на ансамбле датчиков на конструкции обес­
печивают экспериментальные данные для такого 
акустического проектирования.

При модальном анализе специально проводят 
разложение передаточной матрицы [Я] на симме­
тричную и кососимметричную часть [7]. При 
этом симметричную часть используют для созда­
ния динамической модели системы, а кососимме­

тричную отбрасывают, не анализируя ее  физиче­
ской природы, приравнивая ее  тем самым ош иб­
кам измерений. М ежду тем эта составляющая 
несет информацию о невзаимных элементах сис­
темы. На эксперименте могут быть получены ее 
пространственные свойства, амплитуды возбуж­
дения, частотные характеристики. Измеренный 
модовый состав конъюнкции оператора является 
основой проведения изучения характеристик не­
взаимных элементов. Это мож ет быть, к примеру 
весьма актуальная задача об  исследовании влияния 
на излучение оболочек различных демпфирующих 
систем с нелинейными вибропоглотителями.

Рассмотрим теперь конкретный пример ана­
лиза принципа взаимности в системе с  присутст­
вием заведомо невзаимного элемента. Исследуем  
задачу определения вклада переменной силы, 
действующей на механоакустическую систему, во 
внешнее акустическое поле [6] в присутствии си­
стемы активного гашения. Представим механо­
акустическую систему, состоящую из механиз­
мов, укрепленных на некоторой оболочечной  
конструкции и среды распространения звука, в 
виде линейного многополюсника с несколькими 
механическими входами (выходами в случае воз­
буждения внешним акустическим источником во 
“взаимном" эксперименте) и одним акустическим 
выходом (входом для “взаимного" эксперимента). 
Каждый вход (выход) характеризуется силовым ц 
скоростным параметрами. Будем рассматривать 
гармоническую зависимость возбуждения от вре­
мени. Прямой эксперимент, когда считаются за­
данными величины переменных сил, а требуется 
определить давление при условии приема акусти­
ческих волн преобразователем с большим вход­
ным сопротивлением, имеет вид:

т  = [а] - { у } ,  

Р  = { b } ' { v } .
(2)

Здесь [а] -  симметричная импедансная матрица 
размерами N  х  N  (N -  количество действующих 
сил), {b } -  вектор-столбец, {Ь}' -  вектор-строка. 
Уравнения, описывающие “взаимный" экспери­
мент с возбуждением от внешнего монопольного 
акустического источника с  объемной скоростью  
V при бесконечно малом входном импедансе ис­
точников силы имеют вид (величины во “взаим­
ном" эксперименте обозначаются штрихом):

О = [а] • {V} + {Ь} • V,

Р = { Ь} '  ■ { \ ' }  + bN+lN+l  ■ V.
(3)

Решение (2) и (3) приведено в [6]. Рассмотрим те­
перь ситуацию, когда в механической подсистеме 
включена система активного гашения, генериру­
ющая дополнительные силы, действующие на 
систему, величина которых управляется сигнала­
ми рассогласования. Сигнал рассогласования
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формируется таким образом, что минимизирует­
ся виброскорость в определенной точке либо ли­
нейная комбинация виброскоростей в наборе то­
чек. Учесть действие этих дополнительных сил 
можно через введение в левую часть первого

уравнения в (2) члена { F }  =  [а]  - {v}.  Конкрет­
ный вид матрицы [а]  зависит от выбранного ал­
горитма. Новая импедансная матрица [аи] = [а] + 
[а] будет несимметричной и, соответственно, си­
стема с  активными гасителями является невзаим­
ной. Определим элементы вектора {b } из (3) и 
подставим во второе уравнение (2). С учетом пер­
вого уравнения (2) окончательно получим:

Р  = ( l / V ) . { v ’} ' . { F } .  . (4)

Из (4) следует, что выражение для коэффициента 
передачи переменной силы во внешнее акустиче­
ское поле не зависит от наличия гасителей вибра­
ции. Таким образом, эффективность системы га­
шения мож ет быть определена по разнице в ко­
эффициентах передачи при выключенных и 
включенных гасителях. Основываясь на “взаим­
ном” эксперименте (измерениях v') довольно лег­
ко подобрать оптимальный алгоритм для сигнала 
рассогласования простым подбором элементов 
матрицы [а] по минимизации уровня возбужден­
ной скорости во “взаимном” эксперименте {v1}.

Этот результат имеет существенное практиче­
ское значение для акустического проектирования 
как самих конструкций с виброактивными меха­
низмами, так и систем активного гашения, напри­
мер, для снижения внешнего акустического поля 
судов и автомобилей.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го Фонда Фундаментальных исследований.
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