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В данной работе изучается влияние льдины конечной ширины, лежащей на водной поверхности, на 
особенности гидроакустического поля. При этом лед моделируется однородным упругим слоем 
(акустические характеристики этого слоя описываются, например, в [1]) постоянной толщины d, 
малой по сравнению с длиной акустической волны, а стратифицированный гидроакустический вол­
новод предполагается двумерным и состоит из неоднородного жидкого слоя, покоящегося на мно­
гослойном жидко-упругом дне. Для решения задачи применяется метод Винера-Х опфа [2-4]. Полу­
чены главные члены асимптотик элементов матриц отражения и прохождения (прозрачности) по 
малому параметру 8, характеризующему толщину льда.Эти формулы равномерны по параметру L, 
характеризующему ширину льдины. Отмечается, что данный метод может бы ть обобщен на случай 
конечного числа льдин. Проанализировано влияние поглощения во льду на поле точечного моно­
хроматического источника.

Р ассм о тр и м  в н ач ал е  задачу  о волн оводе , п о ­
к р ы т о м  сп л о ш н ы м  о дн ородн ы м  упругим  слоем  
льда  то л щ и н ы  d  с п л о тн о стью  рл и п о к азател ям и  
п р ел о м л ен и я  п р о д о л ьн ы х  и п о п ер еч н ы х  волн 
и п2. Н а ч а л о  к о о р д и н ат  по  г  вы б ер ем  н а  уровне 
“ р азм о р о ж ен н о го  л ьд а” , т .е . т а к , ч то  ниж няя 
к р о м к а  льда  бу д ет  н аходи ться  н а  уровн е  z = А, где

h  =  — d y где р0 -  п л о тн о сть  водн ого  слоя.
Ро

К о м п л ексн ая  ам плитуда зву ко во го  давления 
р(х , z) у д о в л етв о р я ет  в  водном  сло е  z е (Л, Я) у р ав ­
н ен и ю  Г ел ьм го л ьц а  с во л н о в ы м  чи слом  к0 и  п о к а ­
зател ем  п р ел о м л ен и я  n(z). Е сли  восп ользоваться  
о б езр азм ер ен н ы м  п р ео б р азо ван и ем  Ф урье

оо

¥(ц, г) = j  p ( x , z ) e ' lo>lxdx,  ц е /? ,  (1)

т о  вли ян и е уп ругого  слоя льда  с у ч ето м  условий 
соп ряж ен и я  м о ж н о  зам ен и ть  эк ви в ал ен тн ы м  о б ­
р азо м  ([5]) услови ем  и м педансного  ти п а  н а  у р о в­
н е н и ж н ей  п о верхн ости  л ьд а  z = А:

¥ ( М )  + ^ | ^ ( М )  = О, (2)

где / (д )  -  им педанс льда  (см ., н ап ри м ер , [6]). П ри  
“ р азм о р аж и в ан и и ” льда  и зам ен е  е го  при z €  (0, И) 
о дн ородн ы м  сл о ем  вод ы  с п л о тн о стью  ро и п о к а ­

зател ем  п р ел о м л ен и я  n(z) = 1 услови е  (2) п ер ех о ­
дит в эк ви вал ен тн о е  условие н а  уровн е  р аста я в ­
ш его  льда  z  =  0:

% 0 )  +
/ о О О Э У  

к 0 dz
( Ц ,  0 ) =  0 ,

где

/о(Ю  =
1 tg(*oY(H)*) + /(H)Y(H)

Y(H)/OOY(H)tg(*oY (Ю Л)-Г

Y(M-) =

Д ействуя т е п е р ь  на (3) о б р а тн ы м  п р е о б р а зо в а ­
нием  Ф урье и у ч и ты вая , что  п р о и зведен и е  при 
это м  п ереходи т в  свертку , получим :

p (x , 0 )  + 2 ^ \ F o(x ~ s ) ^ ( s , 0 ) d s  =  0 , х е  R, (4)

°я

где F 0(x) -  о б р атн о е  п р ео б р азо в ан и е  Ф урье ф у н к ­
ции / 0(Д).

В ы би р ая  в к ач естве  м ал о го  п ар ам етр а , х а р ак ­
тер и зу ю щ его  толщ и н у  льда, е  =  k0h  и п роводя  н е ­
сл о ж н ы й  аси м п тоти чески й  ан али з, нетрудн о  п о ­
к азать , что

/о (Ю = е3М (ц) + 0 (е 5), (5)
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Проводя аналогичные выкладки для задачи со 
льдиной, получим следующие условия на поверх­
ности z  = 0:

р (х у 0) = 0, x e R \ ( 0 , a ) ,  (7)

p ( x ,0 )  + ^ \ F0(x - s ) & ( s , 0 ) ds  = 0 , x e R ,  (8)
°о

которые эквивалентны исходным условиям лишь 
в асимптотическом смысле (при е  — ► 0).

Таким образом, для задачи со льдиной ком­
плексная амплитуда р(х , z) удовлетворяет услови­
ям (7), (8) на уровне z = 0, уравнению Гельмгольца 
в полосе z е  (0, Н) с n(z) =  1 при z  е  (0, Л), а также 
стандартному импедансному условию дна на 
уровне z = Н. Это условие после перехода к обра­
зам Фурье имеет вид:

^ ( р , / / )  + Ло9( р т р , Н )  = 0. (9)

Само уравнение Гельмгольца под действием 
обезразмеренного преобразования Фурье (1) при­
нимает вид:

Z) + k l { n \ z )  -  ц2т ц ,  Z) = 0 . (10)
dz

Рассмотрим спектральную задачу (А) для урав­
нения (10) с краевыми условиями (9) и Ч*(р, 0) = 0 и 
спектральную задачу (В) для уравнения (10) с кра­

евыми условиями (9) и Ч^р, 0) + — —- (р, 0) = 0.
к0 dz

Обозначим через (коР?, <ps(z)) и (*оР*.е> Ф,.е(г)) 
собственные значения и собственные функции 
задач (А) и (В) соответственно.

Пусть слева на границу раздела д* = 0 набегает 
у-я мода: срДх, z) = cp,(z)exp(z7:0p/x). Обозначим че­
рез (pU, z) возбужденное поле, так что р(л\ z) = 
= ф(х, z) + ф /х, z). Потребуем также, чтобы ф(х, z) 
удовлетворяла принципу предельного погло­
щения.

Действуя на равенства (7)—(8) обезразмерен- 
ным преобразованием Фуье и проводя неслож­
ные выкладки, приходим к модифицированному 
уравнению Винера-Хопфа:

exp(/L p)X  (р ) + Х~(р) +

+ G (p )X l.y-(p) = ф )(0 )* (р ).
( Н )

где G(p) =

е - 1

^ (ц .О ) , S(l0  =

, L = к^а, 4>(р, z) удовлетворяет уело-
ik0( p  +

ВИЯМ (10), (9) и J’" |vF(p., z)\2dz  = 1,

о

X  (Ц) = | ^ ( л , 0 ) е ' 1"ИДГ£/д:,

+ оо

Л » - J
Эф, n. ikoiix ■j^(x,0)e dx,

а

= j |^ ( ^ 0 ) e '* oMVx + 9 ;(0 )g (n)

При этом функция ф(л\ z) выражается через ре 
шение этого уравнения по следующей формуле:

Ф<*. z) = \1 г /о ( Ц ) ^ ,( Ю „ „ .. ч
% 0 )

■ЧЧц.г)*" 0Иф .  (12)
—оо

Выделяя из данного интегрального представ­
ления нормальные моды, получаем следующие 
формулы для коэффициентов матриц прохожде­
ния (прозрачности) и отражения:

п

М -  W 1  + Ч , = , ’

Аот =
i , j = :

где 51j  -  символ Кронеккера, п -  количество рас­
пространяющихся мод.
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Рис. 1. Зависимость первого “критического” размера 
льдины от частоты для различных мод.

Рис. 2. Затухание поля при изменении длины льдины.

Выделяя нули и полюса символа G((i) в урав­
нении (11) и используя затем метод матричной 
задачи Римана, аналогично тому как это сделано 
в [7-9], можно получить асимптотические форму­

лы для X l  j (Д/) и, как следствие, асимптотические 
формулы для коэффициентов матриц Апр и А 
при г — ► 0:

г д л |Х(ц.е-ц.) з
[д пр h j  = e +о( е ) ,

^ (И й О ) ..

(13)

0)

v  ( /Lp,,E
(14)

U  1 -  г3 ^ ( ^ ° )  M(>if)
1 °T h l  W O J u r n / *  1)Л15)

Отметим, что формулы (13)—(15) равномерны 
по параметру L >  1. Обратим внимание, что в (13)

член порядка е3 отсутствует (так же, как и в случае 
постоянного импеданса / 0((i) = const работ [7-9]). 
Более точный анализ показывает, что в (13) 
о(г3) = 0(г5).

Замечание. При наличии нескольких льдин 
шириной а х, ..., ат (т > 1) соответственно оче­
видно, что матрицы прохождения каждой льди­
ны перемножаются, так что диагональные эле­
менты матрицы прохождения системы из т 
льдин имеют вид:

(т) __ { ‘„ С  , ̂ (Р,., -  Р,)
[ А пр \ j , j  ~  е 0 6 )

По-видимому, данная формула является р а в ­
номерной по т и L  = к0 У* j as , что делает ее

привлекательной для использования в  рассмат­
риваемой задаче.

Как и следовало ожидать, при малых е элемен­
ты матрицы отражения, а также внедиагональ- 
ные элементы матрицы прохождения имеют по­
рядок 0 ( е3). Наибольший интерес представляют 
диагональные элементы [Апр]у -} . Они имеют поря­
док 0(1), при этом

[Anp]j,r  1 при

[Anp]w — 1 ПРИ

L - 2 ns з

L -

1^-Ру.е
n ( 2 s -  1)

е  1, s е  N,

(17)
3е‘ 1, s е  N.

Таким образом, в первом случае (в частности, 
при Le3 1) влияние льдины на прошедшее поле 
мало, во втором (в частности, при L ~  Tt/lfiy -  ц, е|) -  
максимально.

Для получения количественных оценок было 
проведено численное изучение зависимости пер-

у* Jвого критического размера льдины а\ = 
Xот =г ■ —г, когда [Апр]7 . = —1, от частоты и тол-

щины льда (здесь \  -  длина волны). Рассмотрена 
модель “жидкий однородный слой на жидком од­
нородном полупространстве” со следующими па­
раметрами: Я  = 200 м, сжид = 1500 м/с, р0 = 1 г/см3, 
Рдна = 1-4 г/см3, сдна = 2000 м/с, с, = 3500 м/с, с2 = 
=  1800 м/с, рл = 0.9 г/см3.

Результаты расчетов при толщине льда d -  10 м 
приведены на рис. 1. Расчеты показывают, что в 
мелком море (Я = 200 м) первая “критическая”

длина льдины а[ достаточно велика (на частоте
40 Гц она составляет ~  15-200 км в зависимости от 
номера моды). При этом с увеличением номера

набегающей моды j  а[ уменьшается.
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Рис. 3. Зависимость затухания поля от частоты.

Следующая группа расчетов посвящена иссле­
дованию влияния поглощения во льду на затуха­
ние акустического поля. Поглощение во льду 
учитывается в виде малых мнимых добавок /5, и 
/52 к л, и п 2 соответственно (8, > 0, 82 > 0). Выбран 
волновод с теми же параметрами и с точечным 
монохроматическим источником, расположен­
ным на глубине 100 м. В качестве меры затухания 
поля комплексных амплитуд звукового давления 
на расстоянии R  от источника выбрана разность 
средних значений полей, выраженных в децибе­
лах, при наличии льдины (р ^  ) и при ее отсутствии 
(рср), посчитанных по прямоугольнику 0 < z <  Н,  
R -  г  < х  < R  + г  (г ~ 2 - 5  км,  R  > а).

В расчете, результаты которого приведены на 
рис. 2, длина льдины меняется в пределах от 1000 
до 5000 км; частота/точечного источника выбра­
на равной 11 Гц (двухмодовый волновод), толщина 
льда d  = 10 м, а расстояние R ,  на котором произво­
дится сравнение, составляет 5100 км. Приведено 
несколько расчетов с различными 8, и 82 (с сохра­
нением соотношения 8f + 82 = 0.052).

Как видно из рис. 2, влияние 82 на затухание 
акустического поля больше влияния в 1.5-3 ра­
за; при 82 = 0.046 рост затухания с увеличением 
длины льдины составляет примерно 1 Дб на 100 км 
льдины.

В расчете на рис. 3 меняется частота; толщина 
льда d -  Юм, расстояние R  = 1100 км; коэффици­
енты поглощения 8, = 0.02, 82 = 0.046 выбраны ♦
так, что 8, + 82 = 0.052 и затухание максимально
(нижний график). Для сравнения приведен анало­
гичный расчет (верхний график) при отсутствии 
поглощения в льде (8, = 82 = 0).

Здесь ясно виден переход от одномодового к 
двухмодовому волноводу ( / -  8.5 Гц), после кото­
рого обе кривые начинают осциллировать с амп­
литудой ~3-8 Дб, при этом нижняя кривая убыва­
ет со средним градиентом ~2 Дб на 1 Гц.

Работа выполнена при поддержке Междуна­
родного научного фонда (ISF) (проекты № 00300 
и № 00000) и Российского фонда фундаменталь­
ных исследований (проект № 95-01-01285а).
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Low-Frequency Sound Propagation in Underwater Waveguide
with Ice Surface Layer of Finite Width

S. M. Grudskii, S. S. Mikhalkovich, and A. I. H il’ko

This paper considers the effect of an ice-floe of finite width, on the underwater sound field is. The ice cover is 
modeled by a homogeneous elastic layer which has a constant thickness dy that is small in comparison to the 
acoustic wavelength, and known acoustic characteristics (see, e.g., [1]). The stratified underwater sound 
waveguide is supposed to be two-dimensional and constituted by an inhomogeneous liquid layer that overlies 
a multilayered liquid-elastic bottom. The problem is solved by the Wiener-Hopf method [2-4]. For the reflection 
and transmission (transparency) matrices expanded in a small parameter e that characterizes the ice thickness the 
leading asymptotic terms are obtained. These formulas are uniform in the parameter L that characterizes the 
width of ice. It is established that this method may be generalized onto a finite number of ice-floes. The effect of 
in-ice absorption on the sound field of a monochromatic point source is also analyzed.
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