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Получены точные и приближенные формулы для нахождения отклика частотно-волнового фильт­
ра, находящегося под воздействием неоднородных пульсаций давления. Исследовано влияние амп­
литудных и фазовых изменений в неоднородном турбулентном потоке на отклик решетки преобра­
зователей. Показано, что на высоких безразмерных частотах расчеты по точной, энергетической и 
асимптотической формулам дают одинаковые результаты.

Для измерения статистических характеристик 
поля турбулентных пульсаций давления (ТПД) ис­
пользуют частотно-волновые фильтры (ЧВФ) [1], 
представляющие собой систему преобразовате­
лей давления, между элементами которой введено 
амплитудно-фазовое распределение, обеспечива­
ющ ее сканирование и перестройку фильтрующей 
системы. При измерениях частотно-волновыми 
фильтрами (как и при измерениях датчиками ко­
нечных размеров) отклик фильтра во многом за­
висит от характера неоднородности турбулентно­
го потока, т.е. от  того обстоятельства, успевают 
ли измениться статистические характеристики 
потока в пределах чувствительной области ЧВФ. 
Нахождению отклика антенной решетки на воз­
действие неоднородного поля пульсаций давле­
ний и посвящена данная работа.

Рассмотрим воздействие неоднородного поля 
ТПД на систему линейных преобразователей, цен­
тры которых образую т правильную эквидистант­
ную решетку, между элементами которой введено 
амплитудно-фазовое распределение (рис. 1). Та­
кую решетку, состоящую из нескольких преобра­
зователей, можно рассматривать как один преоб­
разователь, чувствительная область которого 
распадается на несколько несвязанных друг с дру­
гом областей. В этом случае при нахождении кор­
ректировочной функции для спектра мощности 
неоднородного поля ТПД, измеренного системой 
преобразователей, можно воспользоваться выра­
жениями, полученными в работе [2]. Напомним, 
что корректировочная функция равна отнош е­
нию измеренного значения спектра мощности 
ТПД к измеряемому (“истинному”) в некоторой 
точке пространства [1]. П о сути корректировоч­
ная функция представляет собой отклик антен­
ной решетки на воздействие поля ТПД, нормиро­
ванный спектром мощности ТПД в данной точке 
пространства.

Будем считать, что решетка состоит из N  оди­
наковых линейных преобразователей, имеющих 
одинаковые размеры и одинаково ориентирован­
ных в пространстве, расположенных друг от друга 
на расстоянии d. Центр чувствительной области 
крайнего преобразователя совместим с началом 
координатной оси О Х , направленной вдоль оси 
решетки. Перенумеруем преобразователи, при­
своив им индексы /? = 0, 1, ...,7V — 1. Введем систе­
му координат х”, связанную с отдельным преоб­
разователем. Тогда, воспользовавшись тем, что 
для каждого преобразователя нормированная
функция распределения чувствительности hp (*") 
за пределами некоторой области равна нулю, вы­
разим нормированную функцию распределения 
чувствительности всего фильтра как сумму нор­
мированных функций распределений чувстви­
тельности образующих его преобразователей;

N - 1 N - 1

Йф(х') = 'YJ Aphp{x")exv[ia.p]/'y?j Ap, (1)
р = 0 р  = о

где Ар -  коэффициент амплитудного распределе­
ния; а р -  коэффициент фазового распределения.

Рис. 1. Частотно-волновой фильтр и система коорди­
нат; 1 -  усилители; 2 -  линии задержки; 3 -  сумматор.
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Здесь и далее индексом “Ф” будем отмечать вели­
чины, относящиеся к ЧВФ.

Так ж е, как и в [2], будем считать, что ЧВФ на­
ходится в неоднородном поле, в котором ампли­
тудные и фазовые (корреляционные) изменения 
описываются с помощью функций f(x) и cp(x), со­
ответственно. При этом считается, что спектр 
мощности ТП Д изменяется вдоль координаты 
медленно по сравнению с функцией пространст­
венной корреляции.

Получим выражение для функции 0ф(хф, е) 
фильтра [2]. Подставляя (1) в выражение (8) из 
работы [2 ] для х, = Xj = хф, а также учитывая, что
lip (х") = h o (x -p d )  (ho (x) -  распределение чувстви­
тельности одиночного преобразователя), получим

N- 1
+~ X  Aphoix' -  p d ) e \ p [ - i a p\

0 ф ( х ф, е )  = J £ = 0
N -  1

Р  = о
N -  1

(2 )^ A qho(jd-qd)exp[iaq]
v  <7 = 0_____________________  уХ N-] Х

4 = 0
х / ( х ф - х " ) / ( х ф- х ' - е ) х

х  ехр[/(ср(хф -  х' -  £) -  Ф(д:ф -  x ')]d x \

Меняя в (2) местами операции суммирования и 
интегрирования, а также выполняя замену пере­
менных интегрирования х  = х '  + pd  и вводя пере­
менную ^ = (р -  q)d  +  е, получим

0ф ( * ф , е )  =
1

< N - \
X

Z A>= о
N - \ N - \

х  X  X  АРАЧ®(ХР> xq, e - d pq)exp[iapq],
р  = О д  = 0

О)

где

0 (*р; Хч, 8) =
+оо

= J Ш ) Ш  + e )/(jcp -  x ')f (x q - х ' - £ ) х

(4)
х  exp [ /( (f)(xq- х ' - е ) - ср(хр -  x ')]d x \

Хр = хф -  p d , хч = Хф- q d y  

d Pq =  хР- х ч = ( q - p ) d ,  a pq = a q- a p.

Определим 0-функцию для пары преобразова­
телей. Для этого зададим характер амплитудных и 
фазовых изменений в неоднородном турбулентном 
потоке. Будем считать, что амплитудные измене­
ния в потоке можно аппроксимировать функцией:

V

г 1 ппри
х  6  1

X о 1
to

i •

Х° + 2 '

при х е V + |] .  и

''' I 1при
l x < - r ** + 2>

а фазовые -

Ро* + с0, при х е  [х0 - 1 / 2; х0 + 1 / 2], 

ф(*) = < $ р Х  + ср, при х е  \ x . - l / 2; х р +  1 / 2],
(6)

(j39x +  c?, при х е  [xq- l / 2 ; xq + l / 2 ].

П о сути соотношения (5) и (6) обозначают тот 
факт, что спектр мощности ТП Д и корреляцийн- 
ные масштабы турбулентного потока в пределах 
одного преобразователя давления постоянны, но 
для разных преобразователей различны.

Подставив (5) и (6) в (4) и вычислив интеграл 
для 0  -функции, получим

0 ( ^ 8 ) -
т РЧ1

х  (ехр [-/Й р ?/ 2 ] е х р Н р р |е |] -  

-  exp [ iSipq/2] exp [- i р(/|е| ]), для 8 > 0 ,

(7)

в( V  ̂  в) - х

(В)

где

- iS ll

х  (exp Н Й и / 2  ] exp [ i р , | е| ] -  

-e x p [ /Q ,,9/ 2 ]exp[ip ,,|8|] ) ,  для е < 0 ,

Фр = $рхр + ср, ф , = Р„х„ + cq,

ФР9 =  Ф?- Ф Р. П Р = Рр/>

&q =  £1рЧ ~ Qq — Qp-

Найдем спектр мощности ТПД, измеренный 
решеткой преобразователей. Для этого цодста- 
вим (3) в выражение (13) работы [2] и, меняя мес-
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тами операции суммирования и интегрирования, 
получим

Рт(**,«>) =  Р °('Хф’ У  У  A pA 4e \ p [ i a pa] х

xexp [ijj-^  + d ^  + a^dZ,

<N- 1 >

2 Л
= О

М-
р  = 0<? = о Интеграл:

(9)
+оо

х  J 0 Ор, е -  d pq)у ( -е , со)Ле,

Л =  J e U p . ^ e x p ^ - a ^ l ^ l J e x p ^ ^  (12)

где Р0С*ф > to) ~  спектр мощности однородного поля 
ТПД; Р0(хф9 со) = Р0(со), 7(“ £» to) -  безразмерный 
взаимный спектр однородного поля ТПД. Введя 
замену переменных ^ = e - d pi/ и выделяя в двойной 
сумме члены с  одинаковыми индексами, получим

можно выразить через корректировочную функ­
цию хДсо) для спектра мощности, измеренного в 
неоднородном поле ТПД р -м преобразователем. 
Тогда

Р т(хф, со) = Р о(* ф> to)
w -i N

7̂  = 0
А' - 1 +~

х  I S  J 0(л>  5 )7 (4 »  »)</$ +
р = о

1 ДГ- 1
( 10)

ЛрЛ9е х р [/а Рв] х
р = 0q = 0 

+ СО Р * Ч

х  J  0 (xpI х„, ^ )Y (- 4  -  d „ ,  ©)<£
—оо

Сопоставляя (5), (13) из [2] и (10), нетрудно ви­
деть, что интеграл, стоящий под одиночным зна­
ком суммы, представляет собой корректировоч­
ную функцию для спектра мощности ТПД, изме­
ренного р -м преобразователем в неоднородном  
потоке, а интеграл, стоящий под двойным знаком  
суммы, есть не что иное, как корректировочная 
функция для взаимного спектра, измеренного 
pq -й парой преобразователей. Эти интегралы 
удается вычислить аналитически для модели поля 
ТПД, предложенной Коркосом. Подставляя (26) 
из [2 ] в ( 10), получим

р . ( * .  »> = X
' N  - 1

s p  =  0

rN-\  +~

Х| X |9 (д:Р^)ехр[-а 1^1 |̂]ехр[,^ ф ^
Р = 0

Л = ^ Д Р( « ) . (13)

где для расчета %р(со) можно воспользоваться вы­
ражением (2в) из работы [2 ], положив в нем а  = 0 , 
предполагая, что спектр мощности в пределах од­
ного приемника давления не изменяется.

Другой интеграл:

+«

/2 = |ё ( х р,х ,,$ )ехр [-а 1̂ |$  + </и |]х
(14)

X e X p [ ( ^  +  ^ )  +  a - ) ] ^

удается вычислить аналитически, разбив его на 
сумму двух интегралов в полубесконечных преде- 
лах, учитывая, что £  + dp4\ =  \dpq\ + ^sign (d pi/) , где
функция sign (х) определяет знак числа х. Опус­
кая громоздкие выкладки, для / 2 получим

/ ,  = - Щ { е х р [ ( Ф„ - П и / 2  + ^ „  + о „ ) ] х

х  (Ус7  + «у,7 )  -

-  ехр «1 Ч>рч  +  Q p?/ 2  +  ip d pq + CLpq

(15)

{ J Pc2 + i J PA )  ) ,

где функции J pc\  и J™ определяются выраже­
ниями:

rpq
J* 1 = еХР

to , . , 
а \ц  \dpqI x

+oo

/7 = 0</ = 0

( 11)

] "
X

/.?(-cti) + /.f (a ,)  при d „ > 0 , 

£ ( a i )  + / f ( - a i )  при d . , < 0 ,
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тРЯ Г .  СО i , г
J* 2 = expj- а ,—|<у X

X
d P4 > О,/ f ( - a , )  +  / ’ ( a , )  при 

^ ( « i )  + / J ( - a , )  при d M <  О,

j P 4J c i =  exp
с о , ,  ,

a i X

X
/ c ( - « i )  + / c ( a , )  при <fp¥> 0 , 

^ ( a i )  + / ' ( - a , )  при r f . .< 0 ,

= exp
CO

/ f ( - a , )  +  / c ( a , )  при d pq >  0 , 

/£ ( a , )  + / * ( - a , )  при </p„ < 0 ,

/ c ( « i )  = { e x p [ - a 1c o ][(c o -i2,,)s in (c o -Q p) -
_  — _  2 _  — 2 

-  aj cocos (со - £ l P)]  + a 1c o } / { ( a 1co)" + ( c o - f 2p) } ,

/ f ( a , )  = { e x p t -a je o J t -a ^ s in  (c o -£ 2p) -  

- ( c o - i 2p)(cos(co - Й р) ]  +

+ (со -  Qp) } / { ( a ,  со)2 + (со -  й р)2}.
После подстановки (13) и (15) в (11), выделив в 
двойной сумме члены с симметричными (pq  и qp) 
индексами, учитывая, что

_ , Ч Р
J s ’

= ~Уяр9

: ~ d 4P

* 7 ( ю )  =  Л 7 (ю ) + 7 ^ ( 0 ) ,
* £ ( « »  =  Л 7 ( с о ) - ^ ( с о ) ,

^ ( » )  = Л7(с*>) + Лр2 (© ),
АГ^(св) = У,7(®) - / " О » ) ,

получим выражение для спектра мощности ТПД  
на выходе ЧВФ, находящегося в неоднородном  
турбулентном потоке:

7 7  =
,ЧР 

J  с у / 7  :

й РЧ = —£2<у/ъ Фи

Р о II ~ а ЧР9 d P4

Рт (*ф,ю ) =
Р0(х ф, со)

N \

Х а

А'
2  (A p F p ) 2X p ((0 ) + 

'/> = 1

Ур = \ у 
N- 1 W

(16)

2£  £  W A х

р = 19 = р+1 ^

х  I cosl + +  <Pp,)sin^ ^ 7 ( C 0 )

со . аsin| ^ < fp? + а м  + q>p? ls in ^ 7 ^ 7 (co)

СО
sin( j ^ n  + а и  + «Pp^cos^ATc^co)

f  со ,
“ COSly " /w  + a M +  <pM

О
cos ==№ *?( со)

Формула (16) имеет ясный физический смысл: 
электрический сигнал, вызванный гидродинами­
ческим обтеканием, на выходе решетки преобра­
зователей равен сумме сигналов от отдельных 
преобразователей (слагаемое под одиночным 
знаком суммы) и сигналов взаимной пространст­
венно-временной корреляции между всевозмож­
ными парами преобразователей этой решетки 
(слагаемое под двойным знаком суммы). Причем  
сигнал пространственно-временной корреляции 
зависит как от пространственного разнесения 
преобразователей давления, так и от временной 
задержки, т.е. фазового распределения между 
элементами решетки.

Исследуем влияние амплитудных и фазовых 
изменений неоднородного турбулентного потока 
на корректировочную функцию для спектра 
мощности, измеренного ЧВФ, между элементами 
которого отсутствует амплитудно-фазовое рас­
пределение. В этом  случае, учитывая определение 
корректировочной функции [1], положив в (16) 
Ар = Aq = 1 и а р = о^, получим выражение для кор­
ректировочной функции:

Хф( со) = —2 
N

N N -l N

со) +  2 £  X  7 Р Х
р = 1 р = 1 q = р + 1

X c o s f - ^ p9 + Фри ) sin ̂ ^ 7 (0))W ,
• О,

2

(  0) ,
" « 8,П 2Q m K%(<o) - ( П )

-  s i n ^ ^  + <pp4jc o s ^ /r7 ( (0 )

-  c o s ( j j - d P4 +  Ф „ ) с о в % « * 2 ( « о )

На рис. 2 и 3 представлены результаты расче­
та с  использованием выражения (17) для реш ет­
ки, состоящей из п = 10 линейных преобразовате­
лей длиной I с расстоянием между центрами со-
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Хф(со), дБ

Рис. 2. Корректировочная функция для спектра мощ­
ности, измеренного решеткой преобразователей с 
шагом d/l = 1 в неоднородном поле ТПД; 1 -  учет 
только фазовых изменений Fp = 1; 2 -  без изменений 
(однородное поле) Fp = 1, bp = 0; 3 -  учет только амп­
литудных изменений Ьр = 0.

фазовые изменения в неоднородном турбулент­
ном потоке задавались с помощью коэффициен­
тов Fp и Ьр соответственно (см. таблицу). Коррек­
тировочная функция рассчитывалась в месте 
расположения 10-го преобразователя, где статис­
тические характеристики неоднородного поля 
совпадали с характеристиками однородного поля.

Коэффициент амплитудных изменений Fp по­
казывает во сколько раз спектр мощности неод­
нородного поля ТПД в пределах р -го преобразо­
вателя Рр(со) отличается от спектра мощности 
ТПД в однородном поле Р0(со):

р г = W
р Р0(ю )‘

(18)

Коэффициент фазовых изменений учитывает 
аналогичное соотношение, но для корреляцион­
ных масштабов:

Хф (со) , д Б

седних преобразователей d , для двух различных 
случаев расположения преобразователей в ре­
шетке: для d j l  = 1 (преобразователи расположе­
ны вплотную друг к другу) и для d / l  = 3 (преобра­
зователи расположены с зазором, равным удво­
енной длине преобразователя). Амплитудные и

где U°c -  фазовая скорость в однородном турбу­

лентном потоке, U pc -  фазовая скорость в неод­
нородном турбулентном потоке в месте распо­
ложения p-го преобразователя. Фазовые изме­
нения можно характеризовать и с помощью

других коэффициентов: $р = Ьр- ^  или Q.r - b pсо,

-  со . где со = —  /.
и с

В приведенном примере численные значения 
коэффициентов Fp и Ьр выбраны для неоднород­
ного потока, скорость которого увеличивается 
вдоль ЧВФ с возрастанием порядкового номера 
преобразователя давления. Такого рода неодно­
родность характерна, например, для случая обте­
кания потоком жидкости или газа элипсоида вра­
щения.

Из рис. 2 и 3 видно, что амплитудные и ф азо­
вые изменения в турбулентном потоке сущест­
венным образом влияют на корректировочную  
функцию. В случае отсутствия этих изменений 
т.е. когда Fp =  1 и Ьр = 0, корректировочная функ­
ция, рассчитанная по выражению (17), в точности

Коэффициенты амплитудных и фазовых изменений в неоднородном поле ТПД

преобразов.
Коэф. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

рР
hn

0.1
-0.90

0.2
-0.73

0.3
-0.58

0.4
-0.46

0.5
-0.36

0.6
-0.27

0.7
-0.19

0.8
- 0.12

0.9
-0.06

1.0
0
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совпадает с корректировочной функцией для спе­
ктра мощности, измеренного в однородном поле 
ТПД [1].

На кривой 2 (рис. 3) для случая однородного 
поля видны ярко выраженные максимумы. Они 
соответствуют безразмерным частотам, при ко­
торых длина конвективной волны турбулентного 
потока, в которой сосредоточена основная энер­
гия поля ТПД, кратна расстоянию между центра­
ми преобразователей. В этом случае происходит 
синфазное сложение электрических сигналов 
одинаковой амплитуды со всех преобразователей 
решетки.

В случае неоднородного поля, в котором  
спектр мощности ТПД увеличивается вдоль 
ЧВФ, а корреляционные масштабы не изменяют­
ся, т.е. конвективная скорость вдоль всего фильт­
ра остается постоянной, максимумы на корректи­
ровочной функции (кривая 3) также имеют мес­
то, так как и в этом  случае происходит синфазное 
сложение электрических сигналов со всех пре­
образователей решетки, но уж е различной амп­
литуды.

В неоднородном поле другого рода, в котором 
спектр мощности пристеночных пульсаций в пре­
делах ЧВФ постоянен, но конвективная скорость 
потока увеличивается с возрастанием порядково­
го номера преобразователя, максимум на коррек­
тировочной функции (кривая 1) становится более 
размытым, так как в этом случае электрические 
сигналы с преобразователей складываются уже 
не синфазно.

Введем в рассмотрение энергетическую
эн х х ас, чХф (со) и асимптотическую %ф (ю) корректиро­

вочные функции для спектра мощности, измерен­
ного ЧВФ:

N

i т ■р = I

р = 1 /> = 1

(20)

*?<“ > =  s  х  а в р° р = Ч г  £  в ' с '■ (21)

где

А = Хо«в) = т, 2 а ‘
N (l + af)o>

-  асимптотическая корректировочная функция 
для спектра мощности, измеренного ЧВФ в одно­
родном поле ТПД:

Р А ©)
Р о Ш

ХФ(со), дБ

Рис. 4. Корректировочная функция для спектра мощ­
ности, измеренного решеткой преобразователей с 
шагом dfl = 3 в неоднородном поле ТПД с амплитуд­
ными и фазовыми изменениями; 1 -  расчет по точной 
формуле (17); 2 -  расчет по энергетической форму­
ле (20); 3 -  расчет по асимптотической формуле (21).

-  коэффициент, учитывающий амплитудные из­
менения в неоднородном поле ТПД;

Сп =
(1 + а 2)®2

(1 + af)co2 + Q,,(Qn -  2 со)

-  коэффициент, учитывающий фазовые измене­
ния в неоднородном поле ТПД.

На рис. 4 представлены корректировочные

функции Хф(<о), Хф (ю) и Хф (<&)* рассчитанные по 
формулам (17), (20) и (21), соответственно, для 
ЧВФ, состоящего из 10 преобразователей, нахо­
дящегося в неоднородном поле ТПД, в котором  
присутствуют как амплитудные, так и фазовые 
изменения одновременно (см. таблицу). Из рис. 4 
видно, что при высоких значениях безразмерных 
частот (ю  > 50) точная, энергетическая и асимп­
тотическая корректировочные функции практи­
чески совпадают.

В заключение отметим, что формулу (17) 
можно использовать не только при расчете кор­
ректировочной функции для спектра мощности, 
измеренного частотно-волновым фильтром, но и 
при расчете корректировочной функции для спе­
ктра мощности, измеренного отдельным преоб­
разователем в неоднородном турбулентном пото­
ке со сколь угодно сложными амплитудными и 
фазовыми изменениями. В этом случае отдель­
ный преобразователь следует рассматривать как 
решетку расположенных вплотную друг к другу 
преобразователей, в пределах которых ампли­
тудные и фазовые изменения удается аппрокси­
мировать выражениями (5) и (6 ).
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The Effect of The Nonuniform Field of Turbulent Pressure Fluctuations
on Frequency-wave Filters

I. G. Bulatov

Precise and approximate formulas for evaluation of the response of a frequency-wave filter under the effect of 
inhomogeneous pressure fluctuations are obtained. The influence of amplitude and phase changes in an inhomo­
geneous turbulent flow on the response of a transducer array is studied. It is demonstrated that calculations at 
high dimensionless frequencies according to precise, energetic and approximate formulae give identical results.
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