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При вспучивании морского дна в воде возника
ют гравитационные и гидроакустические волны. 
Обычно их рассматривают раздельно при упро
щающих предположениях: гравитационные вол
ны исследуют без учета сжимаемости жидкости, 
гидроакустические волны исследуют без учета 
силы тяжести [1-5]. Представляет интерес рас
смотреть общ ую  задачу о распространении нор
мальных мод в жидком слое при одновременном 
учете силы тяжести и сжимаемости жидкости. 
При таком рассмотрении гравитационная волна 
является нулевой модой жидкого слоя.

Пусть жидкий слой 0 <  z < h лежит на абсолют
но жесткой плоскости z  = 0, на верхнюю поверх
ность жидкости действует постоянное давление Р0. 
Обозначим через v, Р  и р соответственно ско
рость жидкости, давление и плотность. Предста
вим Р  и р в виде:

Р  = Р<°> + р, р = р<°> + р \

Получим уравнение для давления р. С этой це
лью продифференцируем (2) по времени:

При учете соотношений (3) и (4) уравнение (5) 
можно преобразовать к виду [6]:

Ap+*/ct  ■ Ш -  (б)
На нижней границе слоя нормальная компо

нента скорости равна нулю. При учете соотнош е
ний (3) и (4) это граничное условие можно запи
сать в виде:

др  , / 2
i z * g / c p

z  =  0

где Р(0) и р(0) -  соответственно равновесные давле
ние и плотность в покоящейся жидкости, р  и р' -  
отклонения давления и плотности от их равновес
ных значений, |р’| р(0). Согласно [1], величины
р(°) и р(0) связаны уравнением:

V/*°> = gp<°>, (1)

На верхней поверхности колеблющейся жид
кости действует давление Р0:

Р = Р{0)+ р  =  Р0 при z  =  А + и,

где и -  возвышение заданной точки поверхности 
над плоскостью z - h .  “Снесем” это граничное ус
ловие на плоскость z  = h:

где g -  ускорение силы тяжести. Линеаризованные 
уравнения непрерывности и Эйлера имеют вид:

^  + d iv(p(0)v ) = О, 

p<t  = - V p  + gp ’. ( 3 )

(Р (0,)„ + ( д р
дР т л ,  _
S T  I м + (р )а = р °-

(2) При учете соотношений:

Л  = ( э- £
( 0)>

л л <0) 
= - g  р >

Величины р  и р' связаны соотношением:

Р = <?р\ (4)

где с -  скорость звука в жидкости.

преобразуем его к виду:

(P)k -  £Р<0)и =  0. (8)

Исключим из этого граничного условия величи
ну и. С  этой целью продифференцируем (8) дваж
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ды по времени. Используя приближенное соот
ношение:

женно tg (C,h) ~ (C,h), и решение уравнения (11) 
имеет вид:

Эм . .

и уравнение Эйлера (3), получим граничное усло
вие в виде:

d t + g i ¥ z + s / c 2 p ) = о (9)
z  =  h

Гармонические волны, распространяющиеся 
без изменения формы, называют нормальными 
волнами (модами) данного волновода [2]. Плос
кую нормальную волну (моду) частоты со, бегу
щую вдоль оси х , можно записать в виде:

p ( x , z , t )  = Ae~a,zcos(Ciz  + £)e l^ x ш\ (Ю)

где

£ = лД 2- ос2- £ 2, a  = # / ( 2 с 2), к =  со/ с .

Величины £ и 8 определяются из граничных усло
вий на поверхностях жидкого слоя. Фазовая ско
рость нормальной волны равна у = со/£.

Подставляя (10) в граничные условия (7) и (9), 
получим соотношения:

tge =  о / tg(C,h + e) =  ( a - c o 2/ g ) / £ .  

Исключая угол е  при помощи тождества:

te(Ch + е) =  tg(C^) + tge  
} 1 - tg (£ A )tg e ’

получим дисперсионное уравнение в виде:

(^A)tg(C*) =
—со И /g

1 + ( a - c o 2/g )a /C ,2
( И )

Со =
2 СО

—г + 8 со

Sh \ 2  с2)  2 с2.

Волновое число и фазовая скорость гравитацион
ной волны соответственно равны

Со =
со

J g h F B

У о =
J g h

2с

При |£й| §> 1, где £ -  чисто мнимая величина, 
можно положить приближенно tg (£й) = и ре
шение уравнения (11) имеет вид:

у г со
; ”  =  5 7  +

Ш
8

8

Волновое число ^  получим по формуле:

к _  1 /СО4
4о = Т г Ь8

Фазовая скорость равна у0 = со/^; при со — ► 0 она 
стремится к скорости звука в жидкости.

Рассчитаем волновые числа гидроакустических 
мод. С этой целью дисперсионное уравнение (11) 
запишем в виде:

c tg №  = - ^ [ l  + a (a-co2/g)/C 2]. (1 2 )
СО

При ̂  = 0 вещественные корни уравнения (12) рав
ны =  к(2п -  1 )/(2Л), где п =  1,2, 3 , . . .  . При учете 
силы тяжести корни ищем в виде:

Уравнение (11) имеет один чисто мнимый ко
рень и бесконечное число вещественных корней. 
Чисто мнимый корень дает нулевую моду, т.е. 
волну, сохраняющую знак давления по всему по
перечному сечению волновода. Нулевая мода не 
имеет критической частоты и при с — ► °о перехо
дит в гравитационную волну в несжимаемой жид
кости [1]. Вещественные корни расположены при 
С ^ я/(2Л) и даю т моды высших номеров, для ко
торых давление уже не сохраняет знак по всему 
сечению волновода. Эти моды имеют критичес
кие частоты и при g — ► 0 переходят в соответст
венные нормальные волны в сжимаемой жидкос
ти без учета силы тяжести [2].

Рассчитаем волновое число нулевой моды (гра
витационной волны) в предельных случаях \C,h\ <̂  1 
и |£Л| 1. При \Qi\ <  1 можно положить прибли-

= с„° + р /й , (13)

где |р| 1. Подставляя (13) в уравнение (12), полу
чим приближенно

Р = G / t o 2[ l + a ( a - c o 2/ g ) / C ] -
Волновое число п-й гидроакустической моды  
равно

= Л 2- а 2- ( С п° + р / й ) 2.

Сила тяжести деформирует гидроакустичес
кую моду, узловые плоскости моды смещаются. 
Обозначим через zo координату какой-либо узло
вой плоскости в п-й моде при 5  = 0. Сила тяжести 
смещает эту узловую плоскость, и она принимает
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положение z  =  Z q - L  Смещение / получим из соот
ношения:

( ^  + p/ft)(z0- / )  + e = C z0-

В первом приближении имеем выражение:

СО
1 +

2N
а
<.02 
ъп /

h ^02!

Для примера найдем смещение узловой плос
кости в первой моде при следующих значениях 
параметров: h = 5 х  103 м, со = 0.7 1/с. При g  = 0  эта 
узловая плоскость совпадает с верхней границей 
водного слоя. Сила тяжести смещает ее в глубь 
воды на 20 м.

Сжимаемость среды деформирует гравитаци
онную волну и немного замедляет ее (изменение 
скорости не превышает 1%). Характеристикой 
деформации волны мож ет служить изменение 
глубины ее проникновения (на этой глубине амп
литуда волны уменьшается в е раз). Например, 
при h = 5 х  103 м, со = 0.05 1/с глубина проникнове
ния гравитационной волны увеличивается из-за 
сжимаемости среды на 40 м.

Докажем ортогональность любых двух раз
личных мод в жидком слое при учете силы тяже
сти. Моды р п и р т удовлетворяют уравнениям:

^ "  + 2 а &  + (к2- £ ) Рп = 0,
dz dz

d ~p~+ 2 a i ^ + (k‘ - O p ,  =  0 .
dz dz

Умножая первое уравнение на p me2az, а второе на 
p ne2oz, вычитая почленно и интегрируя, найдем

Правая часть обращается в нуль в силу гранич
ных условий (7) и (9). Таким образом, при пФ  т 
выполняется соотношение

I
о

2az л г\РпРте dz  = 0. (14)

Моды ортогональны с весом e2az.
Рассчитаем поле точечного гармонического 

источника объемной скорости, расположенного 
на дне. Граничное условие на дне запишем в виде:

I+s / c 2 p
= i(op(0)Fe ,шЬ(х)Ь(у).

z = 0

где F  -  амплитуда объемной скорости, 8(х) -  
5-функция.

Обозначим Ф = рехр(аг + /сот), Ч* = р „ л) ехр(аz +

+ i(Ot) = е n cos(t̂ mz + еш), где р  -  искомое поле,

р „ л) - т-я плоская мода с  единичной амплитудой. 
Поле Ф удовледтворяет уравнению Гельмгольца:

АФ + (Л2 -  а 2)Ф = 0 (15)
и граничным условиям:

ЭФ
dz

+ аФ = i(opm F 8 ( x M y ) ,  ,(1 6 )
z = 0

^  + ( а - с о 2/^ )Ф = 0. ( П )

z = h
Поле Ч* удовлетворяет соотношениям (15)—(17) 

при F  =  0.
Применяя теорему Грина в цилиндрическом

объем е {0 <  г <  гс , 0  <  z  < h }, где г  = J x 2 + y z , по
лучим соотношение:

(An-Am)\PnPme2azdz =
о

Г ,2 .2
d  Рп d  р т г

п Рт ,  Рп +  £43̂

л
S

ф Р _ ¥ | ф 1 в  =  0 ,
Эп Эп (18)

+ 2аГd Pn dp„ 
L d z  Pm dz Pn

2az je dz

d p n dp
dz Pm~

m
dz Pn

2az

0

где S -  поверхность, ограничивающая этот о б ъ 
ем, n -  внешняя нормаль. Интеграл по верхнему 
торцу цилиндра равен нулю в силу однородных 
граничных уравнений (17). Интеграл по нижнему 
торцу цилиндра равен icop(())F cosem.

При г  > г0 поле р  в слое представим в виде су
перпозиции цилиндрических мод:

Ф = p ex p (a z  + /сог) =
оо

=  ^ A ncos(i;nz + en)H (0' \ ^ nr),
п = 0
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где Н Ц '& Г )  -  функция Ханкеля, г  = J x 2 + у~ ,А п-
искомые амплитуды. При учете соотношения ор
тогональности (14) интеграл по боковой цилинд
рической поверхности легко вычисляется, и он ра
вен -О ДО ,А*. где

и

0m = ~h\ c O S & mZ + Zm)dz  =
О

= и 1 ^ “ ( У  +  2Е .).

В результате из соотношения (18) получим иско
мые амплитуды мод:

Лт =  o)p<0)F cosem/ (2А0т ).

Поле в жидкости получим по формуле:
оо

р  = ^  cop(O)/rcose#l/ (2 / j 0 n) х
п = О

X Hl0' \ t , nr ) c o s & nz  + г а)е
-аг -  мм

Аналогичным способом можно рассчитать по
ля в жидком слое от источников других типов.

Работа выполнена при поддержке Российско
го фонда фундаментальных исследований (код 
проекта 96-05-64).
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Normal Modes in a Liquid Layer with Allowance for Gravity
A . D. Lapin

The acoustic field is calculated with account of both gravity and liquid compressibility.
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