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векторы, характеризующие направления распро­
странения падающей и рассеянной волн.

При анализе коэффициента рассеяния основ­
ная проблема заключается в физически обосно­
ванном выборе функции корреляции В(р). Мы бу­
дем рассматривать функции корреляции, которым 
соответствуют фрактальные энергетические спе­
ктры. Согласно экспериментальным данным [8,9], 
флуктуации показателя преломления в океане и 
атмосфере резко анизотропны: мелкомасштабны 
по глубине и крупномасштабны в горизонтальной 
плоскости. В океане отношение горизонтального 
масштаба к вертикальному порядка 102-1 0 3.

Следуя [10], представим функцию корреляции 
флуктуаций показателя преломления в океане в 
виде:

В (р ) =  ( ^ 2) N l (^ )N 2(T]), р = (5)

где (ц2) -  средний квадрат флуктуаций, N j(£) и 
N2(t|) -  коэффициенты корреляции в горизонталь­
ной плоскости и по глубине. Представление кор­
реляционной функции в виде произведения не про­
тиворечит концепции фракталов. Согласно [1], 
фрактальное множество (р мож ет быть произве­
дением двух независимых фрактальных мно­
жеств ср! и (р2, и фрактальная размерность (р в 
этом случае равна сумме фрактальных размерно­
стей CPi и ср2.

Решающим шагом в построении модели слу­
чайных неоднородностей является выбор коэф­
фициента корреляции крупномасштабных флук­
туаций. Возьмем его в виде:

= [2V- T ( v ) ] - ' ( ^ 0) X № ) ~  , , ,
(6)

~  № о ) \

где Kv(x) -  функция Макдональда порядка V, Г(у) -  
гамма-функция, ^  -  горизонтальный радиус кор­
реляции. Функция такого типа была предложена 
Карманом для аппроксимации корреляционных 
функций, возникающих в теории турбулентнос­
ти [11]. М ожно заметить, что такое представле­
ние корреляционной функции как бы предвосхи­
тило современное представление о фрактальной 
(мультифрактальной) структуре турбулентности 
[12, 13].

Пространственный энергетический спектр 
крупномасштабных флуктуаций имеет вид:

оо

С,(<7±) =  (2тсГ2 [ ^ , ( О е х р ( / ^ ) ^  =
L  (?)

= V & « (1  +<7%o)V+1]" \
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где

qL = fe[cos2x f + cos2x ,-2cosx ,cos% ,cos(cp ,-(p ,)]

-  горизонтальное волновое число резонансной  
гармоники в спектре флуктуаций, выраженное 
через углы, характеризующие направление рас­
пространения падающей (%,•, ф,) и рассеянной
(Xs> Ф,) волн.

Что касается коэффициента корреляции мел­
комасштабных флуктуаций, то его вид не сущест­
вен. Действительно, при qzr|0 <  1, где qz -  верти­
кальное волновое число резонансной гармоники, 
1]0 -  вертикальный радиус корреляции, энергети­
ческий спектр мелкомасштабных флуктуац 
приближенно равен константе

C 2(qz) = ( 2 п у 1 [ N  2(Т1 )ехр(г'<7гТ1 )dr\ *  т)0/к .  (8)

Подставляя (7) и (8) в (3) и учтя, что G(q) =
=  (\l2) G l(q1) G 2(qz), находим

mv(eh e s) = (2 / тс)<ц2) у /:4Т10£о( 1 +  <7^о)’ (У + 1)- (9)
Поскольку рассматриваются крупномасштаб­

ные флуктуации, то (q£o )2 >  1, и из (9) получаем

m v(eh ег) = (2 /jt)< [l2>v£4%^k?±^o)~2(V + 1)- (Ю)
Свободный параметр задачи v выберем так, что- 4 
бы получить наблюдаемую при натурных экспе­
риментах в океане частотную зависимость коэф ­
фициента затухания р. При низких частотах ко­
эффициент затухания звука в океане обусловлен, 
в основном, утечкой рассеянных волн из подвод­
ного звукового океана (П ЗК ). В этом  случае ко­
эффициент затухания р определяется интегралом 
от коэффициента объемного рассеяния mv по те­
лесному углу соответствующему рассеянным 
волнам, уходящим из П ЗК  [10]:

Р = J  mv(e„ e,)dQ. (11)

Так как частота звука и угловые переменные в 
выражении (10) при крупномасштабных неодно­
родностях в горизонтальной плоскости разделяют­
ся, то при подстановке (10) в (11) и последующем 
интегрировании по угловым переменным частот­
ная зависимость коэффициентов затухания и рас­
сеяния оказывается одинаковой. Полагая v = 0.25 и 
принимая во внимание, что q± ~  к , сразу получаем
Р ~ / 3/2. Именно такая частотная зависимость ко­
эффициента затухания звука следует из эмпири­
ческой формулы Ш ихи-Хэлли [14].

Вернемся теперь к выражению (7) для спектра 
крупномасштабных неоднородностей. М ожно ви­
деть, что при значениях (^J^o)2 ^  1 и v = 0.25 энер-
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гетический спектр крупномасштабных флуктуа­
ций G M  ~ cfl '1 . Таким образом, спектр являет­
ся степенным с дробным показателем степени, 
что свидетельствует о фрактальной природе слу­
чайных неоднородностей. Принимая во внима­
ние, что размерность пространства вложения в 
данном случае равна d  =  2, из (2) получаем D  = 1.5.

Прежде всего отметим, что фрактальная раз­
мерность совпадает с показателем степени в час­
тотной зависимости затухания звука, что харак­
терно для неупорядоченных фрактальных сред. 
С другой стороны, авторами работы [ 15] в рамках 
предлагаемой ими теории относительной турбу­
лентной диффузии была рассчитана фрактальная 
размерность границ облаков в атмосфере. Соглас­
но этим расчетам, размерность заключена в преде­
лах 1.37 < D  < 1.41. Можно видеть, что фракталь­
ная размерность границ облаков и фрактальная 
размерность границ объемных неоднородностей 
в океане практически совпадают. Заметим, что, 
по существу, выше речь шла о фрактальной раз­
мерности границ объемных неоднородностей в 
океане, так как рассматривались фрактальные 
особенности крупномасштабных флуктуаций в 
горизонтальной плоскости. Авторы работы [16] 
отмечают, что так как атмосфера стратифициро­
вана, то облака в атмосфере, вообще говоря, не 
самоподобны, а самоафинны. В этой связи обла­
ка в атмосфере рассматриваются как мульти­
фракталы [17]. Н екоторое подтверждение этому 
можно найти, по-видимому, также в [18]. Все вы­
шесказанное об облаках в атмосфере, можно от­
нести и к объемным неоднородностям в страти­
фицированном океане. Следовательно, можно 
говорить об объемных неоднородностях (флук­
туациях показателя преломления) в океане как о 
мультифракталах с присущим мультифракталу 
спектром фрактальных размерностей (спектром 
сингулярностей).

Проведенный значительно позже анализ усред­
ненных по большому объему экспериментальных 
данных, полученных в различных районах океана 
показал, что частотная зависимость коэффициен­
та затухания в диапазоне частот 0.1-5.0 кГц следу­
ет зак он у /1-45 [ 19]. Положив в (10) v = 0.275, мы по­
лучим, что частотная зависимость коэффициента 
затухания и, следовательно, фрактальная размер­
ность следуют за к о н у /1,45. Положим, как и выше, 
d  = 2 из (2) мы получаем D  = 1.45.

Рассчитанные на основе рассматриваемой здесь 
модели абсолютные значения коэффициента за­
тухания также согласуются с усредненными на­
турными данными. Так, согласно расчету по фор­
муле (21) из работы [10], при (р2) = 8.4 х  10-8 [9], 
цо = 1 м, 70 < < 140 м и Хт = 7 (граничный угол
П ЗК ) значения коэффициента затухания лежат в

пределах от 2.74 х  10~2/ 3/2 до 1.94 х  10~2/ 3/2 дБ/км, 
что очень близко к значениям, приведенным в [ 19].

Итак, можно считать установленной фрак­
тальную природу затухания низкочастотного зву­
ка в океаническом подводном канале.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го фонда фундаментальных исследований, проек­
ты №№ 96-05-64206, 96-02-16160.

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Mandelbrot В.В. The Fractal Geometry of Nature. N.Y.: 

Freeman, 1983.
2. FederJ. Fractals. N.Y.: Plenum Press, 1988.
3. Зосимов В.В., Лямшев Л.М. / /  Ф ракталы в волно­

вых процессах. УФН. 1995.Т. 165. № 4. С. 361-402.
4. Зосимов В.В., Лямшев Л.М . / /  Ф ракталы и скай- 

линг в акустике. Акуст. журн. 1994. Т. 40. №  5. 
С..709-737.

5. Lyamshev L.M. Fractals in Underwater Acoustics // 
Proc. Int. Symp. Hydroacoustics and Ultrasonics, EAA- 
Symp. (form 13th FASE Symp.) Gdansk-Yarata, 1997. 
P. 251-256.

6. Stiassne M. The Fractal Dimension on the Ocean Sur­
face // Preprint. 1986. Dep. of Appl. Math. California, 
Inst, of Technology.

7. Brakhovskikh L.M., Lysanov Yu.P. Fundamentals of 
Ocean Acoustics. Berlin: Springer-Verlag, 1991.

8. Сабинин К.Д., Деев М.Г. Локальный радиус Россби 
и параметры внутритермоклинных вихрей (линз) в 
океане / /  Океанология. 1991. Т. 31. №  5. С. 714-719.

9. Гостев В.С., Потылицын Н.Г., Швачко Р Ф. Спе­
ктральная модель мелкомасштабных неоднород­
ностей скорости звука в океане // Докл. XI Всес. 
акуст. конф. М., 1991. С. 109—111.

10. Лысанов Ю.П., Сазонов И. А. О частотной зависи­
мости коэффициента затухания звука в океане // 
Акуст. журн. 1993. Т. 39. №  4 . С. 697-702.

11. Татарский В.И. Распространение волн в турбу­
лентной атмосфере. М.: Наука, 1967.

12. Mandelbrot В.В. Fractals and Multi fractals: Noise, Tur­
bulence and Galaxies. 1988. Berlin: Springer Verlag, 
1988.

13. Бершадский A T .  Крупномасштабные ф ракталь­
ные структуры в лабораторной турбулентности, 
океане и астрофизике // УФН. 1990. Т. 160. №  12. 
С. 189-194.

14. Sheehy М.Т., Halley R. Measurement of the Attenuation 
of Low-Frequency Sound // J. Acoust. Soc. Amer. 1957. 
V. 29. № 4. P. 464-469.

15. Hentschel N.G.E., Procaccia /. Relative Diffusion in 
Turbulent Media: The Fractal Dimension of Clouds // 
Phys. Rev. 1988. A29. P. 1461-1479.

16. Lovejoy S., Schemer D. Generalized Scale Invariance in 
the Atmosphere and Fractal Models of Rain / /  Water Re- 
sour Res. 1985. V. 21. P. 1233-1250.

17. Lovejoy S., Schemer D., Tsonis A.A. Functional Box- 
Counting and Multiple Elliptical Dimensions in Rain // 
Science. 1987. V. 235. P. 1036-1038.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 44 № 4 1998



18. MellenR.H., Silling G.S. Sound Propagation through At- 19. Бадов Р.Л. Затухание низкочастотного звука в 
mospheric Turbulence: Multifractal Mass Fluctuations // океане // Пробл. акустики океана. М.: Наука, 1984. 
J. Acoust. Soc. Amer. 1995. V. 97. №  1. Р. 141-146. С. 31-42.

РА С С ЕЯ Н И Е ЗВ У К А  СЛУЧА ЙНЫ М И О БЪ ЕМ Н Ы М И  Н ЕОДН ОРО ДНО СТЯМ И 509

Sound Scattering by Random Volume Inhomogeneities with a Fracta! Spectrum
Yu. P. Lysanov and L. M. Lyamshev

Sound scattering by random volume inhomogeneities (refractive index fluctuations) in the ocean is considered 
in the approximation of the small perturbation method. The inhomogeneities are assumed to be highly aniso­
tropic, namely, small-scale in depth and large-scale in the horizontal plane, which is specific to an oceanic me­
dium. The large-scale inhomogeneities are fractals with the dimension D =  1.5. The scattering of sound by frac­
tals results in attenuation described by the frequency dependence (3 ~ / 3/2. It was found that the fractal dimension 
in the inhomogeneities coincides with the exponent of the frequency dependence of the attenuation coefficient, 
which is specific to unordered fractal media; the fractal dimension of fractal inhomogeneities in the ocean is 
close to that of clouds in the atmosphere (1.35 < D  < 1.41). Thus, it is concluded that, in the first approximation, 
the large-scale inhomogeneities in the ocean are fractals. However, after a more detailed consideration, oceanic 
inhomogeneities, as well as clouds in the atmosphere, may prove to be multifractals with an inherent spectrum 
of fractal dimensions close to D = 1.5. The fractal origin of low-frequency sound attenuation in an oceanic un­
derwater channel can be regarded as an established fact.
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