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Распространение звуковых волн в каналах в 
ламинарном режиме течения изучено весьма по
дробно [1]. В исследовании [1] рассматриваются 
условия, когда нелинейность уравнений движения 
слабо искажает форму колебаний. Для этого не
обходимо, чтобы длина образования разрыва в

звуковой волне ls = 2 с \ / ( (к  + l)cowr) [2] была вели
ка по сравнению с длиной волны А,, т.е.

1 . Л >  1- (1)
(Здесь с0 -  скорость звука в невозмущенной сре
де, к = Ср/Су, G)0 ~  циклическая частота колебаний, 
иг -  амплитуда колебаний скорости излучателя.) 
Очевидно, условие (1) хорош о выполняется для 
малых амплитуд колебаний и невысоких частот.

Однако, сейчас можно считать хорошо уста
новленным, что колеблющееся течение в канале 
становится турбулентным при выполнении усло
вия [3]:

2
Rea = ^ >  1 .6Х 105, (2)

где ит -  амплитуда колебаний скорости в волне, v  -  
коэффициент кинематической вязкости среды. 
Условия (1) и (2) могут быть удовлетворены од
новременно. Например, в воздухе для ит~  10 м/с 
lsfk  «  4.4 и должно быть со < 42. Таким образом, в 
случае большой амплитуды колебаний и низкой 
частоты движение в звуковой волне должно быть 
турбулентным, причем нелинейность уравнений 
движения проявляется лишь на расстояниях по
рядка нескольких длин волн.

Ранее в работах [3,4] решалась задача об осцил
лирующем турбулентном течении в канале. В [3] 
было получено аналитическое решение, а в [4] 
эта задача решалась численно с  использованием 
нестационарной версии Л-е-модели. Все эти ре
зультаты относятся к случаю квазистационарной 
турбулентности, который имеет место при малых 
значениях числа Струхаля: Sh = соR/um ^  1 ( R -  по
луширина канала). Границы области квазистаци
онарной турбулентности не слишком широки [3], 
поэтому представляют интерес результаты, отно

сящиеся к более широкой области, когда предпо
ложение о квазистационарном характере турбу
лентности не выполняется.

В настоящей работе предлагается полуэмпи- 
рическая модель турбулентности, позволяющая 
получить аналитические формулы, описываю
щие движение звуковой волны в плоском канале. 
Предложенная модель турбулентности не ис
пользует предположение о квазистационарности. 
Полученные теоретические результаты сравни
ваются с данными экспериментов.

Положим, что длина канала L >  R. Предполо
жим далее, что процесс распространения звуко
вых волн -  адиабатический. Это предположение, 
выполнимое для слабосжимаемых жидкостей, 
позволяет сильно упростить вычисления.

Введем безразмерны е переменные: й = и/с0, 

V =  v/c0, Р = (р - Р оУРоСо . Р = (Р -  Ро)/Ро> где м, v,
р  и р -  продольная и поперечная компоненты ско
рости, давление и плотность соответственно, ин
дексом “0” обозначены величины в невозмущен
ной среде. Далее будем использовать безразмер
ные поперечную и продольную координаты: 
у  = y/R, z = x/L и безразмерное время т = со/. Счита
ем, что движение характеризуется тремя безраз
мерными параметрами: Rew, к = соЦс0 и Н  = R Vco/v .

Будем использовать гипотезу о турбулентной 
вязкости, т.е. заменим в уравнениях движения
v — ► v ef=  v [ 1 + w(l -  у )] [5]. Здесь w -  комплекс
ная постоянная, зависящая от Re^. Эту зависи
мость можно определить из сравнения теории и 
эксперимента. Уравнения движения при сделан
ных предположениях имеют вид [1]:

Э и 1Э р 
д г * к д г

1 Э г, ,, _..Эй 
—  Н  1 + w(l ~У)1кг  
Н дУ дУ

=  0.

Эр L d v  1 ди _ 
Эх k R d y  + k d z
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Граничные условия таковы: на стенке канала у  = 
= 1, и = v  = 0; в центре канала ( у  = 0) из сообра
жений симметрии следует: д и /д у  = 0 , v  = 0 .

Решения системы уравнений (3) ищем в виде: 
« =  u(y)fiz)exp(ix), р  = h(z)exp(n). Тогда

и(у )  =  C tJ 0(i]) + C2Y0(i\) +  j r j ,

п = 2 w, = И’ + 1
W W

где С { и С2 -  константы, / 0(т|) и У0(т|) -  функции 
Бесселя [6]. Подставляя (4) в граничные условия, 
получим

1 - ^ о ( Л ) 1 , |(П 1 )- / .(П |)1 'о (Л )] ехр(г'т),

К = U t y Y ^ - J ^ Y o i C l ) ,  (5)

а х  10-3 b

Рис. 1. Зависимости я(Кеш) и ^(Re^. 1 -  а, 2 -b.

y/R

о .  =  Л (у  =  0 ) =  2  Iм
Рис. 2. Теоретические и экспериментальные (точки) 
[7] профили скорости.

О  =  л (у  = 1) = 2 /M- .W

Используя (5) из третьего уравнения системы 
(3) легко вычислить v :

/? и> [г |“ „ 
v  = — —Л 4 -(А +

k L 2H M  2
(h" + k h ) -

К [У,(Л)Г| (£ 2 ,) -У 1(£2| )Р1(Л)] + Ф(г) ехр(/т).

Граничные условия для v  приводят к системе 
уравнений:

.... . 2. .  /Г£Ш  л /  ч А—  {h + к  h ) ------—  + Ф (г) = 0,

^ ( h "  + k2h) + Ф (г) =  0,

(6)

rn,eM = Jl(Q.)Yl(Q l) - J l(Q.1)Y](Q.). Из (6) следует, что

Ф(г) = -^ (Й "  + *2А),

N ^ V  + Л - О .

(7)

Решение (7) очевидно: A(z) = Aexp(/Tz) + В ехр(-/Т », 
где Л и В -  в общ ем случае комплексные кон
станты,

.1/2 -1/2

Г =  ш  -
/ М Л  
К Н )  • (8)

Найдем зависимость постоянной w в (3) от Re^. 
Представим w в виде: w  = aexp(ib).  Вычисляя ка
сательное напряжение xw на стенке, получим

ди
к ~  pVf/5yi> = «’

'W

р “ L

2 iV2H 
К Re

(9)
[У Д а д ( Я 1 ) -В Д У ,( Я ,) 1 е х р (г г ) ,

где иот -  амплитуда колебаний скорости на оси 
канала (при у  =  0), Re = 2Ru0m/v.  Вводя коэффици
ент трения f w по формуле [7]:

_  1 ,  2
xvv -  Wu0m

и приравнивая xw из (9) и (10), получаем

л -зп Т.
f  = - ^ - Л х
}w  KRe

х[У ,(П )Г 1(П 1) - Г 1(П)У|(П 1)]ехр (/т ).

(Ю)

( 1 1 )
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Рис. 3. Теоретические и экспериментальные (точки) [7] профили касательного напряжения.

Сравнивая вычисленные из (11) значения мо
дуля и фазы f w с измеренными экспериментально 
в [7], можно определить а и Ь , и  вычислить w.

На рис. 1 представлены результаты вычисле
ний а и b  для значений модуля и фазы f w, взятых 
из экспериментальных данных работы [7]. Эти 
значения обобщ аются зависимостями (сплошные

линии на рис. 1): а = 40215R e(o° 164 при 6.5 х  105 <

< Re* < 6 х  106, а = 1604Re*°77 при 1.6 х  105 < Re* <

< 6.5 х 10s; b =  In(2.56Re* 061) при 6.5 x  10s < Re* <

< 6 x  106. b = 0.57[1 + 0.63(553.5)']-', где r  = lO^Re*, 
при 1.6 x  105 <  Re^ < 6.5 x  105.

Профили скорости, рассчитанные по (5) и изме
ренные экспериментально в работе [7] при Reco = 
= 6 х  106, и0т = 2 м/с в воде изображены на рис. 2. 
Совпадение экспериментальных данных с теоре
тическими можно считать удовлетворительным.

Выпишем выражение для касательного напря
жения, следующее из (5) и (9):

х _  И ШН 1 + w ( l  - у ) ::

P«om KReJ^> (12)

х Г1(л)7,(£21))ех р (/х ).

Хорошее качественное совпадение эксперимен
тальных данных [7] для тех ж е условий, что и на 
рис. 2, с расчетными кривыми (формула (12) проде
монстрировано на рис. 3. Количественное совпаде
ние хуже, чем для профилей скорости, однако сле
дует учесть, что и точность измерения касательно
го напряжения обычно хуже, чем скорости [8].

Для целей акустики представляют интерес за
висимости дисперсии и коэффициента поглоще
ния звука от частоты, вязкости и т.п. В рассмат
риваемом случае эти зависимости следуют из (8). 
Сравнительно простые формулы можно полу
чить в двух предельных случаях: 2Н/ J w  <  1 (ана
лог низкочастотного случая в ламинарном режи
ме течения), который достигается при Н <  30, и
2Я/л/vv 1, 2H/w <  1 -  высокочастотный случай.
Второе неравенство в высокочастотном случае 
учитывает тот факт, что w >  1. Используя для 
анализа (8) асимптотические разложения функ
ций Бесселя [6], получим при 2Н! J w  <  1

r  = ^ P ( R e J ,

P(ReJ = - i
.3/2 W

w , [ l n ( l  + w ) - 3 / 2 ]

= Reaip(Re*)-iIm P(ReJ.

Графики функций Real|3(Re*) и Im(3(Re*) в иссле
дуемом диапазоне чисел Re* представлены на
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рис. 4. В высокочастотном случае

2 кН

Х tg (f l, -  Зтс/4) -  (2 /я )[1п (Й /2) + у]
л

где у  = 0.5772 -  постоянная Эйлера.
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