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Затухание Ландау было впервые описано для 
бесстолкновительной плазмы в отсутствие дисси­
пативных процессов в ней [1, 2]. Впоследствии 
подход Ландау стали активно применять для вы­
числения затухания волн в средах, включающих 
внутренние степени свободы -  осцилляторы.

Примером среды, включающей множество ос­
цилляторов, является жидкость с пузырьками га­
за [3]. Другой пример -  активно обсуждаемый в 
последние годы -  так называемые “нечеткие 
структуры" (Fuzzy structures) [4-6], представляю­
щие собой упругую систему (оболочку, пластину 
и т.д.) сцепленную со множеством осцилляторов. 
Во всех случаях осцилляторы в среднем равно­
мерно распределены по пространственным коор­
динатам, в любом физически бесконечно малом 
объеме среды распределение осцилляторов по
собственным частотам Д со^) предполагается оди­
наковым и нормированным на единицу. Во всех 
указанных моделях наличие даже исчезающе ма­
лого поглощения в осцилляторах приводит к ко­
нечной величине поглощения волны, распростра­
няющейся в среде. Необходимо, однако, подчерк­
нуть существенное различие реальных сред, 
сцепленных с осцилляторами, и модели Ландау, в 
которой диссипация предполагается полностью 
отсутствующей (бесстолкновительная плазма): 
модель Ландау описывает обратимые волновые 
движения, в то время как затухание в среде с ос­
цилляторами есть необратимый процесс. Анали­
зу этого различия и посвящена данная работа.

В качестве простейшего примера рассмотрим 
струну, сцепленную с набором осцилляторов:

РУч -  Т у хх + Рру, = F ( x , t ) ,

F ( x ,  t )  = - ^ f ( . ( O n) g ( n ) [ y ( x , t ) - ^ n( x , t ) ] d n ,  (1)

m n^ nll + m n^ n^ nl + g a[ ^ n - y ( x , t ) ]  = 0.
Здесь p, T -  погонная масса и натяжение струны, 
gn, тп -  жесткость пружины и масса л-го осцилля­
тора, р, Р„ -  коэффициенты диссипации, соответ­
ственно, в струне и присоединенных осциллято­
рах, у(х ,  t), £„(х, 0  -  динамические перемещения
точек струны и осцилляторов, col = g/mn -  квад­

рат собственной частоты осциллятора, с2 = Т/р -  
квадрат скорости волны в однородной струне.

Нетрудно получить первый интеграл системы 
уравнений (1):

Э

Э t

ру1 1 у1 8п(у -  Q 2
2 2  J 2 2

f{n)dn
( 2)

- ^ тУхУ<) + Р$У^+ \ mn$„C<f(n )dn = 0-

Выражение (2) представляет собой закон сохра­
нения энергии, выполняющийся в каждой точке 
(х, 0 - выражение в фигурных скобках есть плот­
ность энергии Еу выражение под знаком градиент 
та -  плотность потока энергии вдоль струны, по­
следние два члена описывают диссипацию энер­
гии, т.е. необратимую потерю энергии £ , в той же 
точке (х, t) в единицу времени.

Будем считать систему определенной на полу- 
бесконечном отрезке:

0 < X < °°, -oo<f<oo.

В точке х = 0 действует сосредоточенный источ­
ник, задающий движение по гармоническому за­
кону с малым инкрементом 5, описывающим 
включение при t = -<», согласно Ландау [I]:

y (0 ,t)  = у0ехр (- jcot + 8г), 8 > 0 . (3)
Граничному условию (3) при любом t > 0 соответ­
ствует решение:

0  = —--------------------:— У(.х, t ),
ю*-(со + ; 8)2-ур„со

y (x ,t)  = у0&хр(- j(ot + 8r + jkx), 

где к находится из дисперсионного уравнения:

j i  _ (to + ;5 )2+;Pco

. ,„_2х (ю + у8)2ю2 + уРпсосоп2 Эп+ J/(«)(m„/pc )—--------7-7---:---т77Га(Оп.
(4)

[со2- ( ю + ; 8)2- ; Р псо]Эсоп
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Мнимая часть к отсюда может быть найдена в 
форме:

Imfc = + J /(n ) (m n/pc2)(co2/2Re&) х
2с

2 со8(со2-  со2) + со3г|

(соп2-(о2)2 + со2лл2
т Э п 

Эсо

(5)
d(o„

П

где ц = р + 28, т)п = ря + 28.
Подчеркнем, что истинное поглощение Р и ин­

кремент 8 дают вклад в коэффициент пространст­
венного затухания поля г\ с одинаковым знаком. 
Выражение в квадратных скобках под знаком ин­
теграла при г\п — -  0 переходит в (7ГСо/2)8((о„ -  со). 
Окончательно в этом пределе имеем

1ш к = /(п )
7СС03т п д п

4pc2Rek0d(°n’
( 6)

п определяется соотношением со„ = со и ImA: не за­
висит от Г), Т|„.

В соответствии с теорией Ландау мы получили 
конечное значение пространственного декремен­
та для волны даже при исчезающе малом Т] > 0. 
Заметим, что несмотря на аддитивный вклад в г\ 
инкремента 8 и коэффициента поглощения р, их 
роль, тем не менее, существенно различна. В каж­
дой точке х > 0  колебания нарастают с инкремен­
том 8. Если же поменять знак у 8, что означает 
просто изменение граничного условия (3), то при 
8 = 2р„ пространственный декремент Im к исчез­
нет, то есть исчезнет пространственное спадание 
поля с ростом х ч однако во времени колебатель­
ный процесс будет теперь затухать с декремен­
том 8. Подчеркнем, что изменение знака перед р, 
Р„ невозможно: этот знак задан в ( 1) термодина­
мическим условием поглощения колебаний.

Со стороны границы, согласно граничному ус­
ловию (3), имеется поток энергии:

нии, как если бы мы просто изменили направле­
ние течения времени. При этом скорости точек 
струны и всех осцилляторов меняют знак. Это оз­
начает, что решением системы уравнений ( 1) яв­
ляются при этих условиях выражения:

у (* ,г ,+ х ) = y (x ,r,)ex p (jco x -8x), 

^ ( x ,r ,+ x )  = Ъ„(х, r,)exp(jtox -  8х).
(9)

Заметим, что поток энергии через границу (7) при 
условии (8) также меняет знак. Это означает, в ча­
стности, что энергия, запасенная в осцилляторах 
на отрезке времени -«> < t< tb перетекает теперь 
в волну и, далее, в сторону источника при х  = 0. 
Подставив решения в форме (9) в (2), убеждаемся 
непосредственным вычислением, что изменяется 
знак перед производной по времени от суммы ки­
нетической и потенциальной энергии системы:

|f-J/(«)(-28/|-28 + PB|)E„d*.
Еп-(л:со/2)8(юп-й ))Ы 2, 8, р „— ►О.

Выражения (9) не являются, однако, решением 
системы (1) при наличии диссипации. В этом слу­
чае решения при граничном условии (8) получа­
ются из (4) также путем замены знака у со и 8, но 
теперь это приводит к изменению знака перед Р, 
Р„ в выражениях (4), что отнюдь не эквивалентно 
обращению знака времени. При этом знак дисси­
пативной функции в (2) (группа членов, пропорци­
ональных р, Р„) не меняется. Энергия осциллято­
ров не полностью возвращается волне, поскольку 
имеются необратимые потери, пропорциональ- 
ные р, рл:

Е\ ~ j ^ [ndn.

Е 1п ~ (Р„/|- 28 + Р„|)(лш/2)8(со„ -  со)Ы /(и ) ,

8, Р„ —  0.

q  = т - т УхУп  = (7)

= (ГЛ(о-1тА:8)ехр(280|>’(-,с = 0) |2.
Членом 1тпкЬ здесь можно пренебречь. Поток 
энергии, вводимый в систему со стороны грани­
цы, расходуется, во-первых, на раскачку осцилля­
торов (обратимый процесс), во-вторых, часть 
энергии теряется ~р, р„ (необратимый процесс). 
Естественно, что при (3 = 0 процесс обратим во вре­
мени: если, начиная с некоторого момента t l > 0 
для всех последующих моментов времени г = tx + т 
изменить знак перед т в граничном условии (3):

у(0, f , + т) = у0е х р [(-JC0 + 8)(/, — т)], (8)

то фазовая точка начнет перемещаться вдоль ф а­
зовой траектории строго в обратном направле-

Рассмотрим теперь другую постановку задачи: 
Пусть на бесконечной оси -©о < х < °° имеется не за­
тухающая вдоль оси х  плоская волна, описываемая 
выражениями (4) при действительном к (в этом 
случае Im/: = 0). Воспользуемся теперь дисперсион­
ным уравнением (4) для нахождения комплексной 
частоты колебаний. В результате перехода к пре­
делу (3, р„ — ► 0 получим, что Imco = clm ky где Im к 
определяется выражением (6). Важно подчерк­
нуть, что колебательный процесс теперь необра­
тим. Так произошло вследствие выбранного по­
рядка перехода к пределу в интеграле типа (5). 
Если же положить Р, рл = 0 уже в интеграле (4) до 
разделения его на действительную и мнимую час­
ти, то мнимой добавки к частоте не будет вовсе. 
Интеграл в (4) следует теперь понимать в смысле 
главного значения, и он даст лишь дисперсион­
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ную добавку к зависимости со = со(А:). Такой иде­
альный процесс, разумеется, обратим. Он, одна­
ко, невозможен в реальных (не активных) средах 
с включенными осцилляторами, и конечное зату­
хание Ландау имеет место при сколь угодно ма­
лом поглощении в осцилляторах [7].

Для случая, когда диссипация отсутствует, при­
менима теорема Пуанкаре [8, 9] о возврате фазо­
вой траектории в окрестность любой своей точки 
за характерное время Т0. В рассмотренной пре­
дельной модели континуума степеней свободы это 
время стремится к бесконечности. Однако, при 
рассмотрении счетного числа присоединенных ос­
цилляторов, это время конечно. Так, если со„ = исо0, 
то Т0 = 2тс/со0. Явление возврата проанализирова­
но для модели с конечным числом осцилляторов 
в [10]. В этой работе предположено фактически 
весьма малое, но конечное поглощение в осцилля­
торах, и поэтому восстановление исходного состо­
яния системы не является полным.

В заключение сформулируем основные выво­
ды работы. Затухание Ландау при строгом отсут­
ствии поглощения в осцилляторах, сцепленных со 
средой, является обратимым: энергия запасенная 
в системе осцилляторов, может быть возвращена 
источнику.

Наличие малого поглощения (которое всегда 
присутствует в среде и в осцилляторах), приводит 
к необратимым потерям энергии волны, причем, 
декремент описывается по-прежнему выражени­
ем, аналогичным декременту затухания Ландау, 
однако, теперь помимо перетекания энергии вол­
ны в осцилляторы, имеются также необратимые 
потери ее энергии. В рассмотренной нами модели

они определяются отношением р/28 в выражени­
ях типа (5).

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(гранты 96-02-16561-а и 96-15-96608-л).

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ
1. Ландау ЛД. О колебаниях электронной плазмы // 

ЖЭТФ. 1946. Т. 16. С. 574-577.
2. Ландау ЛД., Лифшиц Е.М. Физическая кинетика. 

М.: Наука, 1979. 527 с.
3. Рютов Д.Д. Аналог затухания Ландау в задаче рас­

пространения звуковой волны в жидкости с пу­
зырьками газа // Письма в ЖЭТФ. 1975. Т. 22. № 9. 
С. 446-449.

4. Soize С. A model and numerical method in the medium 
frequency range for vibroacoustic predictions using the 
theory of structural fuzzy // J. Acoust. Soc. Amer. 1993. 
V. 94. P. 849-865.

5. Pierce A.D., Sparrow V.W., Russell DA. Fundamental 
structural-acoustic idelizations for structures with fuzzy 
internals // Vibr. and Acoust. 1995. V. 17. P. 339-348.

6. Strasberg M.t Feit D. Vibration damping of large struc­
tures induced by attached small resonant structures // 
J. Acoust. Soc. Amer. 1996. V. 99. P. 335-344.

7. Алексеев B.H., Рыбак C.A. Влияние распределения 
пузырьков по размерам на распространение звука 
в средах с резонансной дисперсией // Акуст. журн. 
1997. № 6. С. 730-736.

8. Кац М. Вероятность и смежные вопросы в физике. 
М.: Мир, 1965.

9. Заславский Г.М., Сагдеев Р.З. Введение в нелиней­
ную физику. М.: Наука, 1988.

10. Weaver R.L. Mean and mean-square responses of a pro­
totypical master/fuzzy structure // TAM Report № 823. 
UILU-ENG-96-6010. April 1996. P. 1-22.

АКУСТИЧЕСКИЙ ЖУРНАЛ том 44 № 5 1998


