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В работе [1] было построено гладкое решение 
волнового нелинейного уравнения резонансной 
дисперсии с учетом вязких потерь, которое в пре­
деле нулевой вязкости становится сингулярным. 
В случае отличной от нуля, но малой вязкости 
энергетические потери такой волны, тем не менее, 
не растут, а уменьшаются пропорционально вяз­
кости, как у любой другой волны с гладким про­
филем, такая волна способна достаточно долго 
распространяться в слабовязкой среде без замет­
ного изменения своего профиля. Предложенная 
в [ 1 ] процедура построения асимптотического ре­
шения применена в настоящей статье к сглажива­
нию еще одной сингулярной нелинейной волны.

В работе [2] было найдено решение нелиней­
ного уравнения Клейна-Гордона:
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в виде уединенной волны (солитона):
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где с -  скорость звука, (J и р -  коэффициент не­
линейности и плотность материала соответст­
венно, R -  радиус кривизны стержня, в котором
распространяется волна деформации и, £,0 = Jb -

-  1п(2 + 73 ) = 0.42,

5 = (x - V t ) / ( R j l - V zlc2) ( 3 )

-  переменная бегущей волны (V = const), функция 
w(^) связана с исходной волновой переменной и 
соотношением:

3 ( .  V * W
u = - i ' - 7 h w -

(4)

Солитон нелинейного уравнения Клейна-Гор- 
дона ( 1), заданный неявным выражением (2), име­
ет вертикальные участки профиля. Действитель­
но, в точках £ = ±£0 производная w' бесконечна, а 
сама функция w(^) имеет особенность вида:

W = |  -  у |8 -  8о| l/2sgn(^ -  8>) + ° ( |£  -  8)1Ш) (5)

на правом фронте (в окрестности точки с, = +£о), и

W = |  + y|4 + ^or/2sgn(^ + ^0) + o(|^  + ^0| 1/2) (6)

-  на левом фронте (в окрестности точки ^ = - ^ ) ,  
где у  = 23/23~5/4.

Наличие такой сингулярности [1,3] связано с 
присутствием высшей производной уравнения в 
нелинейном члене. Как показано в работе [1], 
включение в уравнение производной более высо­
кого порядка даже со сколь угодно малым коэф­
фициентом полностью устраняет сингулярность. 
Дополним уравнение (1) членом, описывающим 
потери1:

ип -  с ихх
С  Р , 2.

+ - 5и - ;г - (и  )хх + \ и
R2 2 Р

X X I = 0 , (7)

где v -  коэффициент вязкости. Перейдя к пере­
менным (3), (4), получим уравнение:

3 2 3- - w w ^  + E w ^ - w  = 0, (8)

где е -  безразмерный коэффициент вязкости. Счи- 
тая е 1, попытаемся построить асимптотическое 
решение уравнения (8), которое при £ — ► 0 пере­
ходило бы в решение (2). Очевидно, что сингу­
лярную функцию (2) можно использовать в каче­
стве первого приближения везде за исключением 
малых окрестностей точек ±£0. Вблизи же этих

Слабость эффекта внутреннего трения (вязкости) [4] для 
волн упругой деформации в твердом теле, которые описы­
ваются уравнением (1), не существенна. Сглаживание про­
филя солитона (2) происходит при любом сколь угодно ма­
лом коэффициенте вязкости.
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точек следует построить решение уравнения (8), 
которые бы асимптотически при £ — ► 0 сшива­
лись с решением уравнения (8). Такая процедура, 
основанная на комбинированном применении ме­
тодов многих масштабов и сращивания асимпто­
тических разложений [5], была предложена авто­
ром в работе [6].

Сначала найдем удовлетворяющее сформули­
рованным требованиям решение уравнения (8) 
вблизи точки £о- Следуя методу многих масштабов, 
считаем, что искомое решение представимо в виде:

w = / ) + £w(11 + e V 2)+ . . . , (9)

где w(/), / = О, 1, ... -  функции переменных: х_{ =
= £-'(£ -  5о), х0 = S -  So, *1 = e(S -  So) • • • • Подстанов- 
ка разложения (9) в уравнение (8) приводит к сис­
теме из бесконечного числа уравнений. Ограни­
чимся рассмотрением только первых двух из них:
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( 11)

Двукратное интегрирование сводит уравнение (10) 
к уравнению Риккати, общее решение которого 
имеет вид:

(0) _  2 _ 4 ехр(кх_,) -  сехр(кх_,) 
“  3 3 ехр(кх_,) + сехр(кх_,У

02 )

где к  и с -  постоянные интегрирования -  произ­
вольные функции переменных х0, х,, ... , третья 
постоянная интегрирования равна нулю: только в 
этом случае исключаются неограниченно возрас­
тающие при х_, — *■ °° решения [1]. Далее, следуя 
методу сращивания асимптотических разложе­
ний [5], перейдем к прежней переменной £ и уст­
ремим к нулю параметр е. При этом полученное 
решение (12) обязано совпасть в малой окрестно­
сти точки (включая саму точку ^0) с выражени­
ем (5). Несложный анализ показывает, что это 
происходит в том случае, если положить

K = Y |S - * o T  Y = 1 2 - ' \  C = l .  

Следовательно, выражение:

» -  | - | у | 5 - д ‘° л № ч | 4 - д ' “ № -? о »  п о

является асимптотическим решением уравнения 
(8), допускающим сшивку с ранее полученным в

-1/4 (13)

работе [2] решением (2). Так же, как и в [1], усло­
вие отсутствия вековых членов, следующее из 
уравнения ( 11):

+ ОС

I

-чЗ (0) (0)Э w dw
dxl, дх0 д х - 1

dx_ 1 = 0,

выполняется тождественно в силу нечетности 
подынтегральной функции.

Построим теперь асимптотическое решение в 
окрестности точки В этом случае решение 
уравнения (8) следует искать в виде:

2 1/3 (1/3) 2/3 (2/3) л  (1) /1ГЧW = -  + £ w + £ w + £vv + ... , (15)

где -  функции переменных
-2/3 -1/3

-2/3 = £ (S + So)> *-ш = e -" (S  + So).
ltf

*o = S + £o> *m  = e (^ + 5o). ••• ■
Подставив выражение (15) в уравнение (8), по­

лучим, как и в предыдущем случае, бесконечную 
систему уравнений, первые два из которой име­
ют вид:

Т -ч2 л ОД)3 Э _ 0>
4Э 2х-т дх3.

(16)

3 Э
2Э

2/3

-чЗ (2/3)
(1/3) (2/3)ч О W2 (w W ) —

*-2/3

,2, (Ш)ч2
ы

_ 3 Э Д уу^У  ,  Э W

-2/3 

3.. (1/3)
(17)

2дх_т дх.т ~ д х \п дх.-2/3^л -1/3

Дважды проинтегрировав уравнение (16), полу­
чим

dw (1/3)

Эх_
3 , (1/3)ч 2 4= -Aw ) - -х с хх_ш - с ъ (18)

2/3

где С! и с2 -  произвольные функции переменных 
*-1/з» *о» •••> но не х_2/з* Нетрудно показать [1], что 
решением уравнения (18) является следующая 
комбинация функций Эйри [7]:

W ™  =  С ,  X

Ai'(Ci*_2/3 + Зс2/4) + c3tB i\c ]x_y3 + Зс2/4) (19)
Ai(с\Х_т  + Зс2/4) + c3Bi(c,x_2/3 + Зс2/4) ’

где с3 -  произвольная функция, не зависящая от 
х_2/3; штрих обозначает дифференцирование по 
всему аргументу функций. “Постоянные” интег­
рирования с,, с2 и с3 следует выбрать таким обра­
зом, чтобы выражение: 2/3 + £1/3w(1/3) асимптотиче­
ски (при е — ► 0) переходило бы в выражение (6) в 
малой окрестности точки - £ 0, включая саму точ-
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ку - ^ 0. Используя асимптотические разложения 
функций Эйри [7], нетрудно показать, что такой 
предельный переход возможен только в том слу­
чае, если с, = 12"1/2sgn(£ + £0), с3 = 0, с2 = 4/ЗД, где 
А -  ближайший нуль производной функции Эйри2: 
Ai'(A) = О, А = -1.02 [7]. Поскольку выражение (19) 
не зависит от переменной лг_1/3, то правая часть 
уравнения (17) равна нулю, и найденное асимпто­
тическое решение свободно от вековых членов. 
Следовательно,

| 4е‘/3 Ai'(£~2/312~l/6|% +  ̂ 0| -  Д) 

+ 35/12 A i(e_2/312 '1/6|4 +  Ц  ~ А)

-  искомое асимптотическое решение уравнения 
(8), допускающее сшивку с сингулярным решени­
ем (2) нелинейного уравнения Клейна-Гордона (1).

Вдали от точек £ = ±^0 решение уравнения (8) 
будет отличаться от (2) на величину о(е). Таким 
образом, выражение (2), уточненное выражения­
ми (14) и (20) в окрестности точек ^  и -£ 0 соот­
ветственно, можно считать асимптотическим 
(при £ — ► 0) решением уравнения Клейна-Гордо­
на с учетом вязкости (8). С введением вязкости 
сингулярные фронты волны (2) становятся поло­
гими, платообразными, что обуславливает сни­
жение энергетических потерь волны. Действи­

2 Это условие является следствием естественного требова­
ния непрерывности функции w(£) в точке при любом 
значении параметра е.

тельно, простая оценка интеграла потерь уравне­
ния (7) с учетом (14) и (20):

+ о о

dE  Г , ч2 jv 1 
—  =  - e j  (wk) (К, ос-е

показывает, что характер энергетических потерь 
рассматриваемой волны такой же, как у любой 
волны с гладким профилем.

Работа выполнена при поддержке Российско­
го фонда фундаментальных исследований, грант 
№ 96-02-16560.
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