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Основная идея методов нелинейной волновой 
динамики заключается в переходе от исходной ма
тематической модели к известным эволюционным 
уравнениям (или системам уравнений), допускаю
щим аналитическое исследование. Обычно такой 
переход осуществляется при помощи асимптоти
ческих методов [1]. Стремление к большей адек
ватности при описании волновых процессов при
водит к неинтегрируемым уравнениям, точные ре
шения которых чаще всего неизвестны.

Многообразие волновых явлений в сплошной 
среде определяется взаимодействием эффектов 
нелинейности, дисперсии и диссипации. Поэтому 
тонкостенные пространственные конструкции 
являют собой весьма удобный объект для иссле
дования волн деформации в нелинейных диссипа
тивных диспергирующих средах.

Рассмотрим эволюционное уравнение, моде
лирующее распространение квазиплоского пучка 
продольных волн в геометрически и физически 
нелинейной вязко-упругой цилиндрической обо
лочке [2]:

ц (\\1х + Ь]у щ - Ь 2\^2щ  +
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В уравнении (1) \|/ -  компонента продольной де
формации, а коэффициенты Ь{ соответственно 
характеризуют геометрическую и физическую 
нелинейности, диссипацию, дисперсию и дифрак
ционную расходимость.

Уравнение (1) обобщает уравнение Кадомце- 
ва-Петвиашвили и является наиболее общим 
пространственно-двумерным уравнением третье
го порядка, учитывающим совместное влияние 
квадратичной и кубической нелинейностей и дис
сипации.

Точные частные решения неинтегрируемых 
уравнений математической физики удается полу
чать лишь в исключительных случаях. Так, из 
пространственно-одномерных уравнений третье
го порядка точно решено только уравнение Кор- 
тевега-де Вриза-Бюргерса [3] (частный случай 
уравнения (1)). Поэтому качественный анализ

уравнения (1) представляется важным и с механи
ческой, и с математической точек зрения.

Решение уравнения (1) будем искать по методу, 
предложенному в [4] и развитому в [3], [5]. Имен
но, представим искомое решение в виде ряда
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где \|/у, F -  неизвестные функции независимых пе
ременных. Подставляя (2) в (1) и приравнивая вы
ражения при одинаковых степенях F -  нулю, по
лучим следующую цепочку равенств:

Vo = ±./6 (3)
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Согласно (2), V|/, удовлетворяет исходному урав
нению

^ (V ix  + ^ lV iV i£ -b 2vfVi§ +

+ Ьъу \ ъ  + Ь4у ш ) = Ь5у 11т.

Из (3), (4) видно, что Ь2 и Ь4 должны быть одного 
знака.

Полагая Uj = 0 для j  > 2, получаем следующую 
форму преобразования решений уравнения (1):

Ьа Ff
^  = ± .i6Fj + ^ l, (5)

где \|/! определяется из (4).
Последнее выражение позволяет находить 

точные решения (1) и является преобразованием 
типа Бэклунда, если F удовлетворяет системе 
уравнений, простейшее из которых имеет вид

+ Ь4{ г ,Ц / О5 2 "  /:l A h '
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где { /\ Ь,\ = -  производная Шварца
F\  2 F{

функции F.
Полагая F = 1 + е х р ( ^  + кхл -  со0х), находим, 

что уравнение (6) (как и остальные уравнения си
стемы), удовлетворяется тождественно, если за
висимость со0 от к0 и (дисперсионное соотноше
ние) имеет вид:
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Подстановка F = 1 + exp(^H, + к f t  -  щ х) в  преоб
разование (5), позволяет при выполнении соотно
шения (7) получить точное решение уравнения (1):
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Из (7) видно, что решение вида (8) распростра
няется со скоростью, равной скорости линейных 
волн, описываемых соответствующим (7) линеа
ризованным уравнением Кадомцева-Петвиашви- 
ли без диссипации:
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В пространственно-одномерном случае (/с, =0) 
формула (8) описывает класс решений (1) в виде

Ьъ
бегущих профилей. Например, при к0 = —  +

\)Ол

+ ------------— возникает ударно-волновая струк-
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тура. При этом перед фронтом у  = 0, а за фрон

том \|/ =
2 b

1/2
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вует выбору нижних знаков в (8)).

+ — , (это решение соответст- 
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(7) дисперсионное соотношение для линеаризо
ванной задачи без диссипации:
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С помощью подстановки F = 1 -  е х р ( ^  + кхц -  
-  cOqX) из преобразования типа Бэклунда (5) мож
но получить класс точных сингулярных решений 
уравнения (1):

~b4 , fk 0£ + к{г\ -со0х 
\|/ = ±к0 /6— cth[------------------- |Т

b-

(6 b2bA) 1/2

Однако эти решения не имеют физического 
смысла. Солитоноподобных решений у уравне
ния (1) нет.

Проведенный анализ показал, что эволюцион
ное уравнение (1), моделирующее волновой про
цесс в нелинейно вязко-упругой деформируемой 
среде, допускает преобразование решений типа 
Бэклунда. Это преобразование позволяет стро
ить классы точных решений уравнения (1), среди 
которых особый интерес представляет ударно
волновые структуры. Таким образом, результа
ты работы создают необходимый базис для даль
нейшего аналитического и численного анализа 
неодномерных волновых процессов в нелиней
ных диссипативных и диспергирующих средах.
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