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В последнее время в ряде работ [\-4\ рассмат­
ривались различные аспекты эффекта локализа­
ции волн. Для одномерного случая падения волны 
на слой дискретных случайно расположенных не­
однородностей в среде без поглощения было пока­
зано [5, 6], что область локализации волны стре­
мится к половине слоя при увеличении числа неод­
нородностей в слое с фиксированной амплитудой 
каждой неоднородности. В работах [7, 8] обраща­
ется внимание на решающую роль резонансных 
структур (внутри которых поле значительно пре­
вышает поле падающей на слой волны) в форми­
ровании области локализации. В настоящей рабо­
те методом численного моделирования показано, 
что масштаб локализации определяется крайне 
незначительным числом реализаций с большими 
выбросами интенсивности -  в приведенном ниже 
случае это число составляет доли процента от об­
щего числа реализаций, по которым проводится 
усреднение.

Рассматривается задача о нахождении поля в 
одномерной структуре со случайными неоднород­
ностями. Гармоническая волна exp(ikx) падает сле­
ва на систему из дискретных неоднородностей, 
каждая из которых может равномерно и независи­
мо находиться на интервале, равном половине 
длины волны, интервалы для разных неоднород­
ностей не перекрываются, среднее расстояние 
между соседними неоднородностями -  а. Резуль­
тирующее поле в среде с дискретными неодно­
родностями удовлетворяет дифференциальному 
уравнению:

Ф"(*) + *‘
п

1 + И X  5(* -  *;)
!= I

Ф(*) = 0, (1)

ц -  амплитуда дискретных неоднородностей, п -  
их число, k = q( 1 + /(3) -  волновой вектор, (3 -  по­
глощение (вначале считаем р = 0) х} -  координаты 
неоднородностей, j  = 1, 2 , п.

Для численного решения задачи можно ис­
пользовать различные методы. Наиболее эко­
номным с точки зрения затраты машинного вре­

(2)

мени (требуемое время растет лишь, линейно с 
ростом п) и при этом абсолютно точным являет­
ся метод расчета поля с помощью матриц перехо­
да, который заключается в следующем: зная поле 
между хт и хт+ , -  (р(лг) = Amexp(ikx) + Bmexp(-ikx)y 
можно найти поле между и хт -  ф(х) = 
= Am_ xexp(ikx) + Bm_ lexp(-ikx)y исходя из непре­
рывности поля в хт и скачка первой производной 
вхт согласно (1):

Ф’(* *  +  0 )  -  ф ’(* *  -  0 )  +  *V < P(*m) =  0.

В результате получается матрица перехода:

Ат_{ = A J  \ -  ie) -  ieB,„e\p(-2ikxm+l),

Я,„-| = Я«(1 + *е) + ieAmt\p(2 ikxm+i), 
где е = k\i/2.

Поле после прохождения системы п неодно­
родностей имеет вид: ф(х > х„) = Aeikxy где А Ф 0 -  
некоторое комплексное число.

4W(*) = фС*)/А тоже удовлетворяет (1).
Для нахождения фле1Дх) воспользуемся следующим 
методом: используя (2), найдем ф,т<,н.(х) между хп_ , и 
хп (считая, что при х > х п поле eikx =>Ап = 1, Вп = 0), 
далее -  по ф„*и,(х) в этом интервале найдем ф^Дх) 
при х е  (хп_2, хл_ ,) и т.д. до промежутка х < х, 
ФпеЛ* < х \) = А0е‘кх + В0е-‘г\  т.е. А = 1 /А0.

Найдя А и фл^Дх) получим искомое поле -  реше­
ние уравнения (1), которое принимает вид txp(ikx) 
слева от слоя, т.е. для х < х, ф(х) = A <pn€W(x) = 
= ФлеигММо и величинУ среднего квадрата модуля 
поля после усреднения по числу возможных реа­
лизаций

п
|(р(х)2| = ( l / n ) ^ [ R e 2((p,(A-)) + Im2((p,(j:))].

i = I
Результат численного моделирования совпада­

ет с аналитической зависимостью, полученной в 
[5, 6], согласно которой для не2 — ► ^  область ло­
кализации стремится к половине слоя, при этом
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распределение интенсивности поля в слое стре­
мится к “ступеньке” (см. рис. 1,2, кривые /).

На первый взгляд кажется странным, что об­
ласть локализации волны не зависит от величины 
неоднородностей слоя. Действительно, для подав­
ляющего большинства конфигураций при увели­
чении е длина локализации уменьшается. Однако, 
как показано в [9], всегда существуют такие рас­
положения неоднородностей, что квадрат модуля 
поля внутри слоя может значительно превышать 
интенсивность падающей на слой волны (макси­
мальная величина этого отношения -  см. [9]). Эти 
“резонансные” конфигурации очень неустойчивы 
по отношению к малейшему изменению коорди­
нат неоднородностей. Численный анализ резонан­
сов для п = 100, е = 1, у которых квадрат модуля по­
ля внутри слоя может превышать интенсивность 
поля падающей волны в ~107 раз показывает, что 
при изменении координаты какой-либо неодно­
родности вблизи резонанса на доли процента мак­
симальное отношение квадрата модуля поля вну­
три слоя к интенсивности падающей волны 
уменьшается в ~103 раз.

Таким образом, статистический вес “резонанс­
ных” конфигураций при увеличении пе2 резко па­
дает, при этом также резко растет усиление поля 
в этих структурах, в результате сильно увеличи­
вается роль очень малой доли реализаций, так, 
что ее вклад при статистическом усреднении в об­
разование “ступеньки” становится решающим.

Рассмотрим случай п = 60, £ = 0.9. Распределе­
ние квадрата модуля поля внутри слоя при усред­
нении по 5 х 108 реализациям показано на рис. 1 
(кривая 1). Если при этом усреднении удалить 
5000 самых сильных “резонансов”, которые со­
ставляют одну тысячную процента от общего 
числа реализаций, то распределение квадрата мо­
дуля поля внутри слоя станет таким, как изобра­
жено на рис. 2 (кривая 2), т.е. длина локализации 
уменьшится в 2 раза. Если удалить 1% реализаций 
с самым большим усилением поля внутри слоя, то 
длина локализации станет равной 1/10 длины слоя.

Введение слабого поглощения р практически 
не оказывает влияния на нерезонансные структу­
ры, в то же время для достаточно больших п ин­
терференция волн, приводящая к резонансу в слу­
чае отсутствия поглощения, разрушается, т.е. 
происходит энергетическое сложение, а не амп­
литудное. Как показано в [9], ни для какой кон­
фигурации усиление поля не может превысить 
некоторой величины, зависящей от £ и р. Если 
эта величина соответствует максимальному уси­
лению поля в среде без поглощения для слоя из п0 
неоднородностей, то при наличии поглощения, 
очевидно, область локализации волны ни при ка­
ком сколь угодно большом п не будет содержать 
более ~п0 неоднородностей. Таким образом, при 
больших п из-за быстрого уменьшения п0 с увели-

1фР

Рис. 1. Распределение интенсивности поля вдоль 
структуры неоднородностей в среде без поглощения:
I -  результат усреднения по 5 х 108 реализациям, сов­
падающий с аналитической зависимостью (24) работы 
[5]; 2 -  результат исключения из предыдущего усред­
нения 5000 самых сильных резонансов. Среднее рас­
стояние между неоднородностями при этом а = ЮЛ?, 
п = 60, 6 = 0.9.

1фГ2

Рис. 2. Распределение интенсивности поля вдоль 
структуры неоднородностей в случайно-неоднородной 
среде: /  -  при отсутствии поглощения; 2 -  при наличии
малого поглощения р = Ю~5. Среднее расстояние меж­
ду неоднородностями при этом а = ЮЛ?, п = 300, е = 0.9.

чением (3 происходит резкое уменьшение длины 
локализации волны. На рис. 2 приведены резуль­
таты численного расчета для п = 300, £ = 0.9. 
Среднее расстояние между соседними неоднород­
ностями а = 10!q. Кривая 1 изображает простран­
ственное распределение квадрата модуля поля 
внутри слоя без поглощения. При наличии мало­
го поглощения р = 10“5 эта зависимость примет 
вид кривой 2 (рис. 2), т.е. область локализации 
уменьшится в 10 раз. Заметим, что в однородной 
среде с таким поглощением интенсивность волны 
после прохождения расстояния, равного длине
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последнего слоя -  3000Д/, уменьшиться всего 
лишь на 6%.

В заключение сформулируем основные ре­
зультаты работы:

1) при отсутствии поглощения в случайно-не­
однородной среде с большим значением пг2 ог­
ромную роль в формировании области локализа­
ции волны играют резонансные структуры, так 
что если исключить их при усреднении по всем 
реализациям, то длина локализации станет значи­
тельно меньше;

2) с введением даже очень малого поглощения 
длина локализации волны при больших п сущест­
венно меньше длины половины слоя.

Автор выражает благодарность С.А. Рыбаку 
за стимулирующее обсуждение.

Работа выполнена при поддержке РФФИ, про­
ект № 96-02-16561, и гранта Л-96-15-96608.
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