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Решена модельная задача о распространении звуковой волны точечного источника в воде, располо
женного в центре сферического облака воздушных пузырьков. Полученные зависимости затухания 
волны от ее частоты и концентрации пузырьков сопоставлены с найденными в приближении ква- 
зиоднородной среды и установлены пределы применимости этого приближения.

Исследованию распространения звука в воде с 
воздушными пузырьками посвящена обширная 
литература. Распространение в неограниченной 
среде рассмотрено в работе [1]. Особенности рас
пространения в морской воде, где пузырьки нахо
дятся преимущественно вблизи поверхности моря, 
рассмотрены, например, в [2]. В [3] анализируется 
распространение звука в сферическом облаке пу
зырьков, образующемся при обрушении волны. 
Как правило, вклад пузырьков в распространение 
описывается с помощью эффективного комплекс
ного волнового числа к. Для малых концентраций 
пузырьков последнее вычисляется в приближе
нии однократного рассеяния. Для умеренных кон
центраций, когда выполняется условие

(г )< Х , (1)

где (г) -  среднее расстояние между пузырьками, 
X -  длина звуковой волны в среде, к вычисляют в 
приближении квазиоднородной сплошной среды 
[4|. Однако для больших концентраций пузырь
ков, характерных, например, для обрушений вет
ровых волн в океане [5], X начинает существенно 
зависеть от концентрации, что затрудняет апри
орную оценку применимости приближения ква
зиоднородной среды (ПКС).

Целью настоящей работы является оценка 
пределов применимости ПКС путем сопоставле
ния результатов расчета поля для модельной за
дачи о точечном источнике в центре сферическо
го облака воздушных пузырьков, выполненного 
на базе ПКС и с учетом многократного рассеяния 
звука на пузырьках, а также нахождение альтер
нативной приближенной оценки затухания звуко
вой волны в воде с большой концентрацией пу
зырьков.

Будем считать, что все пузырьки сферические 
и их распределение по радиусам а имеет вид п(а), 
а их концентрация описывается параметром V -  
долей объема среды, занятой пузырьками, где

оо

V = 4n /3^an (a )da . (2)
о

Волновое число /с, используемое в ПКС, выра
жается через комплексную скорость звука с в воде 
с пузырьками соотношением к = 2nflc, г д е / -  час
тота излучаемого поля. Для нахождения с восполь
зуемся известной формулой с = (р К)~{(2У где р -  
плотность, К -  сжимаемость воды с пузырьками. 
При этом согласно [4] р = (1 -  V)p0 + Ур’; согласно

1 _ у
[1 ] К можно записать в виде К = ------ + К , где р0,

Росо
р' -  соответственно плотность воды и воздуха, с0 -  
скорость звука в воде без пузырьков, К  -  ком
плексная добавка, обусловленная наличием пу
зырьков. Поскольку р’ р0, можно положить
р = (1 -  V)p0. Повторяя расчет А", приведенный в 
работе [1], для ансамбля пузырьков, описываемо
го распределением п(а), получим

где D = ( /у /)2 -  1 ,/0 и 5 -  соответственно частота 
и постоянная затухания собственных радиальных 
колебаний пузырька радиуса а. Это выражение531 7*
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совпадает с приведенным в [4] при V < \ .  Обозна
чив мнимую часть к через Р, получим

Р = j 2 n f / c 0[(N2 + М2) Ш -  N]

w = (1 _ y v  + 1 1 ^ 2 £ > , -

1/2

М  =

* / '

(1 - V ) c ] j i
(4)

я / ‘

J r = J
Dn ada

I 2’Z) + 5
Ji

- = j
bnada

2 o2'
0 -  - oD + 6

Выражения для / 0 и 5 приведены в [1]. Можно 
показать, что для пузырьков на малой глубине/, ~
«  (300а)-\ 5 -  0.014(1 + f l a ) , / 0 [кГц], а [м].

Очевидно, что при больших V формула (3) не
применима, потому что она получена при замене 
мгновенных значений р на средние во времени, что 
допустимо при V 1. Другое ограничение на 
применимость формулы (3) дает условие (1). Оце
ним вид зависимости (г) и X от V. Для произвольной 
частоты эта оценка весьма громоздка. Наиболее 
простой вид она имеет для низких частот, для ко
торых скорость звука в воде с пузырьками соглас-

1 4 с2\ Ш
но [4] имеет вид Rec = с0 1 + —— —  , р0 -  гид-

V Ро )
ростатическое давление. С другой стороны, (г) ~
~ (a)V~m9 (а) = j~an(a)da. Учитывая, что X = Rec//,
и подставляя приведенные оценки в ( 1 ), получаем 
условие применимости ПКС:

1/3
V 1 +

, . 2 ., -1/2 1.4с0р0УЛ
Ро

> {a ) f/c ( . (5)
у

Очевидно, это условие нарушается при V — *• 0. 
Но с ростом V левая часть неравенства достигает 
максимума, а затем убывает. Следовательно, при 
некоторых условиях неравенство (1 ) перестает 
выполняться и при больших V. Более детальные 
оценки границ применимости ПКС, в частности, 
при наличии резонансных пузырьков, возможны 
путем сравнения с точным решением задачи о 
распространении волн в воде с пузырьками.

Рассмотрим модельную задачу о поле точеч
ного монохроматического источника в центре 
сферического однородного облака воздушных 
пузырьков радиуса R. Функция Грина такого ис
точника описывается уравнением Дайсона [6 ]. 
Для нахождения замкнутых выражений для сред
него поля и полной интенсивности необходимо 
прибегать к ряду упрощений. Мы будем пользо
ваться уравнениями Тверского [7], полученными 
с использованием допущения, что основной вклад

в поле (интенсивность) вносит рассеяние по тра
екториям, проходящим через каждый пузырек 
один раз.

Для начала рассмотрим простейшую модель 
облака в виде сферы радиуса R, заполненной пас
сивными пузырьками, средняя концентрация ко
торых постоянна внутри облака, а плотность рас
пределения их радиусов а описывается функцией 
п(а). Будем считать, что источник акустического 
поля с частотой/находится в центре облака, а из
лученное поле имеет вид p0(r) = exp(ik0r)/r, где г -  
расстояние от центра облака, к0 = 2nf/c0.

Среднее по ансамблю (когерентное) рассеян
ное поле источника на расстоянии г от центра об
лака описывается уравнением вида

р(г) = Ро(г) +
R  I

+ 2 к \ \  |  p { r 'y 2<5̂ (i- Q?)n{a)dadrdy.
( 6 )

0 0 - 1

Здесь а  -  амплитуда рассеяния пассивного пу
зырька радиуса а, р = (г2 + г'2 -  2гг'у')|/2, у  -  косинус 
угла между векторами г и г ’. Поскольку согласно 
[1] а  = a/L, L = D -  /5, получаем

r 1

p(.r) = Pa(r) + 2JtJ0J" j" p{r')r
,4 .2-exp(i*0p) . .

dr'dy, (7)
0-1

где J0 = Jr+ iJi.
Выполняя интегрирование по у, получим

г
р(г) = Р о ( г )  +  М jp (r ') r-e x p (ik 0r)sm k0r'dr' +

Lo
R

(В)
+  j p  ( г ')Г-  exp ( ik 0r ) sin k 0rdr'

4 kJ
где M  = • ■■ 0 . Это интегральное уравнение Фред-IKq

гольма 2  рода с вырожденным ядром допускает 
точное решение вида

р{г) = [С, exp(/fc0r) + C2sin&0r]/r, (9)

где

С, =
1 + л/р22

1 + л /(р „  + р22) + АГ(р1|р22- р 21р 12)

С, =
мр21

1 + М ( Р ц  +  Р 22)  +  Л Г ( Р п Р 2 2 -  Р 21Р 12)

R _ l-co s2 fc0r i f  sin2k0r'
P11 -  -------------- + o r “2 к(1 2 k 0
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{312 — ImPl1 > Р2 1 —ехр(2ik0R) -  ехр(2ik0r)
27^

Q cos2k0R -  cos2k0r 
P2 2  ~  ~  " +2k 0

i f  sin2k0R - sin2fc0r'
Ы Л ~ Г + --------- 2T„--------

На рис. 1 показана зависимость r|p(r)| в дБ от г 
при R = 0.1 м, V = 0 .01 ,/=  3 кГц (кривые 1 и 4, где 
р(г) описывается формулой (9)). Расчет проводил
ся с использованием стандартной аппроксимации 
п(а) вида п(а) = Аа~к, атш <а<  атах, где к -  констан
та, а А с учетом тождества (2) имеет вид А = 

3(1 -  к/4)
= V

я  (а 4  -  К

шах -  а 4  -  к  
m i n )

Для морской воды с учетом

литературных данных принималось я 1ШХ = 3 x 1 0  3, 
amin = 3 х 10'5 м. Разброс оценок к  велик, но в боль
шинстве источников они лежат в интервале 3-5, 
потому расчеты выполнялись для этих значений. 
Кривая 1 соответствует к = 3, кривая 4 -  к  = 5. Кри
вые 2 и 5 изображают ту же функцию, вычислен
ную без учета рассеяния на пузырьках при г > г\ 
тогда p2i = Р22 = 0- Поскольку погрешность, вно
симая указанным допущением, мала, в дальней
ших расчетах будем пользоваться им.

Покажем, что выраженияp(R) для источника, 
полученные с использованием ПКС и (9), при 
малых V и R совпадают. В самом деле, если V, а 
следовательно / 0, мало, то из (3) получим с =

= Со/ 1 +
Л

2 я / ,
. Отсюда p(R) = exp(ikR)/R ~

cqJqR
/Я, если R /f мало. С другой* exp(i*o/?)^l + /  ^

стороны, выражение (9) при г = R и малом J^R/f
exp (ik0R)

запишется так: p(R) ~ R ( l - i c 0J0R /f)

~ exp(ik0R)^\ + i - '-y ^ /R. Отсюда находим кри

терий близости решения на базе ПКС к точному:

Co\Jo\R/f < 1- (Ю)

Результаты сравнения кривых 20\g\Rp(R ) \ , 
вычисленных на базе ПКС (кривые 3) и по форму
ле (9) (кривые /), в функции V при / =  6 кГц пока
заны на рис. 2, а в функции/при V = 0.1 -  на рис. 3. 
Видно, что при больших V погрешность ПКС ве
лика и его использование нецелесообразно. С дру
гой стороны, нахождение точного выражения для 
поля источника с учетом многократного рассеяния 
возможно лишь для очень ограниченного круга 
конфигураций рассеивающей среды (плоский 
слой, круговой цилиндр, сфера), поэтому для 
практических потребностей важно уметь описы
вать влияние среды на распространение звука по
средством локального коэффициента затухания 
(3. Если принять допущение, что вид р слабо зави
сит от формы рассеивающей области и зависит 
лишь от длины пробега волны в этой области г, 
то Р = (1п|ф(г)|)/г, где гр(г) получим из формулы (9),

r /R
0 0.5 1.0

Рис. 1. Зависимость амплитуды сферической звуко
вой волны с частотой 3 кГц, излученной в центре сфе
рического облака пузырьков в воде радиуса R. от рас
стояния до источника г. Кривые 1 и 4 вычислены по 
формуле (9), 2 и 5 -  по формуле (9) при r = R, 3 и 6 -  
по формуле (11). Кривые 1-3 соответствуют к = 5, 
кривые 4-6  соответствуют к = 3.

-2  -4  -6  IgV

Рис. 2. Зависимость интенсивности сферической 
волны от концентрации пузырьков V при R = 0.1 м, 
/  = 6 кГц. Сплошные линии -  к = 3, пунктир -  к = 5. 
Кривые I вычислены по формуле (9), 2 -  по формуле 
(17), 3 -  по формуле (4), 4 -  по формуле (11).
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, /.кГц
КГ1 10° 10'

Рис. Э. Зависимость интенсивности волны от частоты 
источника при V = 0.1, R = 0.1 м. Обозначения те же, 
что и на рис. 2.

подставляя в нее оценку интеграла JQ и считая к0г 
малым (поскольку большая концентрация пу
зырьков в морской воде наблюдается в малых 
объемах). Д л я /> /0(ятах) оценка J0 примет вид

70 -  105Л/2 ^ 5 2 /1 ----Z ^ L  -  iA(300f)K~2;
i 1C

при/</о(ятах) мнимой частью можно пренебречь. 
Окончательно

Р ~ г* In Г1 + 15Л(300)1С_2/ К" 'л 3 +
L ( П )

+ 2л (300)2А /2(3-0 / ^ _ к~ йт,п T?2j,

где г, R имеют размерность [м ] ,/ -  [кГц].

На рис. 1 кривые 5 и 6 соответствуют реше
нию на базе ПКС, в котором р описывается фор
мулой (11). Видно, что они хорошо аппроксими
руют точное решение. Это же относится к кри
вым 4 на рис. 2 и 3. Видно, что они гораздо ближе 
лежат к кривым 7, чем кривые 3.

Точный расчет когерентной компоненты по
ля, рассеянного в сферически симметричном об
лаке пузырьков, можно также выполнить, если V 
является произвольной функцией г. В работе [8] 
приведен результат расчета для экспоненциально 
убывающей функции V(r).

Расчет полной интенсивности 7 излучения то
чечного источника в центре сферического облака 
пузырьков значительно более сложен. Воспользу

емся уравнениями, полученными Тверским при 
тех же допущениях, что и уравнение (6). Тогда

/(/•) = \р(г)\- +
R  I

+ 27cJ J  J I(r')r'2\v(r, r\ y)\2n(a)dadr'dy.
( 12)

0  0 - 1

Здесь p(r) выражается формулой (9), a v  находит
ся из уравнения

V(r. Г', у) = +

R  1

+ 2 7 t/,JJV (r, г", у')г

L  Р

- :w
0-1

где р' = (г2 + г"2 -  2гг"у'Уп , у' -  косинус угла между 

векторами г и г”, J , = fn(fl)Q
J ш

Решить уравнение (12) очень сложно. Поэтому 
прибегнем к приему, примененному в работе [7], 
и опишем поле, рассеянное пузырьком в точке г', 
выражением, в которое входит локальное волно
вое число тогда

v ( r ,r ’,y )  = aexp(ikp)/(Lp). (13)

При этом в качестве (3 = Im& можно выбрать ве
личину (4), полученную на базе ПКС, или любую 
другую аппроксимацию.

Подставляя (13) и пренебрегая рассеянием при 
r< r' <R, получаем

1{г) = \р{г)\2 +

+ 2 » y ,jp (,V “ P(1 !PPW
(14)

-1 о
После интегрирования по у

Ц г )  = Ip(r)|2 +
(15)

+  л|/(|1)Щ Е 1(2 рг(1 -ц ) ) -£ , (2 р г (1  + Ю )]Ф ,
о v "  * j

где £, -  интегральная показательная функция, 
Л = 2nJxr.

Для нахождения приближенного решения это
го уравнения надо оценить сходимость ряда Ней
мана. Как показано в [9], для уравнения (15) усло
вие сходимости имеет вид

Л <
-1 -,-1| р £ ,( 2 р г ( 1 - ц ) ф
-0

~ 2(3г.
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Используя оценку (3 вида (4) или (11), можно убе
диться, что это условие при наличии резонансных 
пузырьков выполняется не всегда. Для обеспече
ния сходимости воспользуемся методом аналити
ческого продолжения и произведем замену пере
менной Л на т\ = Л/(1 + Л). При этом условие схо
димости ряда Неймана выполняется всюду, а 
первый член ряда сохраняет свой вид. Оконча
тельно решение (15) в первом приближении запи
шется так:

/(г) = |р (г)|“ +

TljV|p(|Xr)|2£,(2|3r(l - |А ) ) ф . (16)

При г > R интенсивность I  находится по формуле 
/  = г'/r2, где

oJ, Р. 07)
/ = R

-

, 2,. 2ЧЧ1/2 
P i  =  ( R - Г  ( \ - Х  ) )  - Г Х .

Результаты расчета функции lOlgi при ис
пользовании в качестве (3 выражения (11), изоб
ражаются кривыми 2 на рис. 2 и 3.

Пределы применимости формулы (17) при 
увеличении V определяются в первую очередь ус
ловием сохранения сферичности самых крупных 
пузырьков, а также тем, что уравнения Тверского 
получены при пренебрежении парными корреля
циями положений рассеивающих пузырьков. 
Этот вопрос требует специального рассмотрения.

Общий вывод, вытекающий из анализа затуха
ния акустического поля в воде с пузырьками, за
ключается в том, что приближение квазиодно

родной среды как правило справедливо лишь для 
V порядка 10"4, и его допустимо использовать 
лишь для достаточно разреженных облаков пу
зырьков, соответствующих времени их жизни в 
несколько секунд после обрушения волны, когда 
число активных (излучающих) пузырьков в обла
ке резко убывает. Для наиболее интересных с 
точки зрения вклада в шумовое поле океана пер
вых секунд существования облака расчет интен
сивности шума должен проводиться с учетом 
многократного рассеяния.
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Acoustic Field of a Point Source in Water with Air Bubbles
G. A. Postnov

A model problem of sound wave propagation from a point source located in water at the center of a spherical 
bubble cloud is solved. The resulting dependences of wave attenuation on the sound frequency and bubble con
centration are compared with those obtained in the approximation of a quasi-homogeneous medium. The va
lidity limits of this approximation are determined.
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