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В рам ках континуальной модели идеального непроводящ его твердого тел а  с вм орож енной намаг­
ниченностью  исследуется распространение ультразвука. П оказано  удовлетворительное согласие
экспериментальных и теоретических результатов.

Концепция вмороженной намагниченности бы­
ла использована в [I] для вывода уравнений фер­
рогидродинамики, акустическое приближение ко­
торых позволило описать имеющиеся экспери­
ментальные результаты по анизотропии скорости 
распространения ультразвука в намагниченных 
магнитных жидкостях [2] и предсказать существо­
вание новой гидродинамической моды альфве- 
новского типа [3].

Ниже показано, что концепция вмороженной 
намагниченности полезна также и для твердых 
намагниченных сред. Предложенная теория рас­
пространения упругих волн основана на модели 
идеального твердого тела с вмороженной намаг­
ниченностью [4], поэтому область ее применимо­
сти определяется условием сот 1, где со -  частота 
упругого возмущения, т -  время релаксации на­
пряженности магнитного поля к термодинамиче­
ски равновесному значению, а также ограничена 
условием со со0, где со0 -  ларморовская частота.

Сформулируем условия вмороженности намаг­
ниченности в вещество твердого тела. Намагни­
ченность тела можно представить как результат 
бесконечно малого смещения двух воображаемых 
“жидкостей”, обладающих магнитными зарядами, 
точно компенсирующими друг друга в любой точ­
ке среды, когда эти “жидкости” не смещены. Твер­
дое тело с объемной плотностью намагниченно­
сти М эквивалентно в магнитном отношении та­
кому телу с такой же намагниченностью, если 
объемная р,„ и поверхностная <5т  плотности маг­
нитных зарядов тела удовлетворяют соответст­
венно соотношениям:

Pm = -divM , с т = м„,
где Мп -  проекция М на внешнюю нормаль к по­
верхности тела. Тогда условие вмороженности

намагниченности в вещество твердого тела в 
каждой точке его объема тождественно условию 
вмороженности объемных магнитных зарядов и 
записывается в виде:

p'mdV' = pmdV%

где штрихом обозначены величины для смещен­
ных точек тела, причем величина смещения ха­
рактеризуется лагранжевыми вариациями 8*q. 
Таким образом, магнитные заряды бесконечно 
малых объемных элементов среды при варьиро­
вании не меняются. Следовательно

5*р,„ = -p„,div(5*q).

Рассмотрим теперь вектор смещения 1 частицы с 
положительным зарядом относительно частицы 
с отрицательным зарядом, лагранжева вариация 
которого дается формулой

5*1 = 8*(r + l ) - 8 * ( r )  = (lV)S*q.

Принимая во внимание два последних соотноше­
ния, получим для вариации намагниченности М = 
= р„Д следующее выражение

8*М = (M V )8*q-M (V S *q).

Разделив обе части этого уравнения на бесконеч­
но малый интервал времени dt, получим уравне­
ние для изменения объемной плотности намагни­
ченности:

^  = (M V )v-M divv .

Удобно ввести удельную намагниченность, т.е. 
намагниченность в расчете на единицу массы т = 
= М/р, где р -  плотность твердого тела. С учетом
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уравнения неразрывности преобразуем послед­
нее уравнение к виду

dm
dt (mV)v.

В [4] приведена следующая система уравне­
ний магнитоуиругости непроводящего идеального 
твердого тела в вмороженной намагниченностью

^  + Л ( дЛ1
dt р д А д х ,

Система уравнений замыкается заданием кон­
кретного вида плотности внутренней энергии и, 
которая зависит от инвариантов тензора, состав­
ленного из пространственных производных qLj 
вектора смещений q, индивидуальных точек твер­
дого тела, удельной энтропии s и компонент век­
тора удельной намагниченности т,. Последние 
два уравнения (1) являются магнитостатическими 
уравнениями Максвелла, \j/-  скалярный потенци­
ал магнитного поля.

Вывод этой системы уравнений, основанный на 
обобщенном принципе виртуальных смещений [5] 
и концепции вмороженности намагниченности в 
вещество тела, аналогичен выводу уравнений фер­
рогидродинамики с вмороженной намагниченнос­
тью, который подробно описан в работе [1].

Особенностью системы (2) является уравнение 
для намагниченности, выражающее, как показа­
но выше, условие вмороженности намагниченно­
сти в вещество твердого тела. Система уравнений 
магнитоупругости (2) позволяет изучать поведе­
ние твердых тел, не ограничиваясь случаем маг­
нитного насыщения.

Исследуем распространение линейных про­
дольных и сдвиговых волн в упруго изотропном 
непроводящем твердом теле в рамках приведен­
ной выше системы уравнений (2). Зададим вид 
функциональной зависимости внутренней энер­
гии. Положим, что объемная плотность U = ри

внутренней энергии твердого тела является адди­
тивной функцией вида (см. [6, 7])

.. L  .2 . 2 2 2 2U = ~(гхх + еуу +  £-,) +  р(е,, +  еху +  exz + еуу +

+  е 2. + е 2. ) +  $ , ( т хе хх + гпу£уу + rnz t z. )  +  

+ 2(3 2(тхтуЕху + тут.Еуг + т,тхЕ,х) +
... 2 2 2 2 2 2.+ К(тхт у + т хт. + т хт : ),

(3)

где г 1 ( д q{ Э q j\  1 

i] ~ ДЭл,- d x j  “  2 iq‘-j  + qj i
) -  тензор де­

формации, X, ц -  коэффициенты Ламэ, (3,, Р2 -  
адиабатические константы магнитоупругой свя­
зи, К -  константа анизотропии.

Предположим, что изучаемое твердое тело на­
ходится во внешнем однородном стационарном 
постоянном магнитном поле напряженности Н и 
направим ось z декартовой системы координат 
вдоль вектора напряженности магнитного поля.

Вектор плотности намагниченности для невоз­
мущенного состояния имеет теперь только одну 
ненулевую компоненту т: = т0. Линеаризованные 
около невозмущенного состояния уравнения сис­
темы (2), с учетом явного вида функциональной 
зависимости внутренней энергии (3), имеют вид:

р Й  = 0 U  2 р ) |%  + А -  + 01 + m fo  А '  ♦'
dt' Эх‘ ду‘ Э z

+ а + + ц + m °2 p 2 ) ^ +
Ро = + 2 р )—

d2qy Э 2q
dt

л + ц - ^ -  + (ц + т 0(32) 
ду Эх

d2qy

dz
г1 +

+ (Я. + + Р + + т 1 к дГПу-dxdy Э.уЭг dz ’

Ро
dt2

= (А. + 2|Д + 2тор ,) д q.
dz1

(4)

-.2 -.2 ч (-,1 -.2 d qx . d qy\  _ J  d_qz + d_qz

dx2 dy2

dmx _ d (dqx\  
dt W°3zl dt ) ’

dm
~dt - d z \ dt Г

э? ■ °azl dt )■
ограничения общности исследуем распрост- 

нение плоских монохроматических волн с цик-
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лической частотой со и волновым вектором к, ле­
жащим в плоскости у , Z- Обозначим через ft угол 
между направлением волнового вектора к  и осью 
Z .  В результате система уравнений (4) примет вид:

[co2- / : 2(co/ sin2'd + ( cq, + At)co sft)]q x = 0;

[со2 -& 2(co/sin2d  + (Cq, + Ar)cos2ft)]qy-

- [ к 2(с] + b)sin2ft]qz = 0; (5)

[k2{c] + b) s in 2 d ] ^ -

-[(д 2 - к 2(clt sin Ъ + (clf + A()cos2 ft)]qz = 0,
где

2 \  + 2tt 2 II
^o/ = ” » ^ot = с,- =

Po Po
2 C 0 i  +  C 0t

2 2 
2  c 0 /  “  C 0t

Q  = “ ?  ;  A '  =Z Po

A, =
2т 1ф2 + т1к) 

Po
6 =

2p0
Из первого уравнения этой системы следует, что 
скорость упругой поперечной волны равна

= J Со, + A,cos2i3, (6)

так как смещения частиц среды в ней происходят 
вдоль оси x (дх Ф 0, qy = 0, qz = 0).

Второе и третье уравнения системы (5) приво­
дят к следующему дисперсионному уравнению

со4 -  2со2(с2 + Avcos2i3) + 2k4cl(A[Sin ft  +

+ A, cos2 6  + 2 В sin2 ft)  cos 'd  + k4[{2cljAs +

+ AlAlcos2ft + 4b2sin ft)co s2ft + cl[cll ] = 0.

Решения этого уравнения определяют скорость 
распространения упругой квазипродольной вол­
ны (qx = 0, qy Ф О^.Ф  0)

с, = л/с*2 + Avcos2d  + (cd -  Ad cos2 ft)Jl -  A s\n2 ft (7)

и скорость распространения упругой квазипопе- 
речной волны

с, = л/с2 + AYcos2d -  {с] -  A^cos2-&)Vl -  Asin2£.
(о)

Здесь введены обозначения:

А, = (А/ + A f)/2 ; А , = (Д ,-Д ,) /2 ;

_ с2(А, + 2Ь) + /Г
А / 2  л 2 . ч2 ‘(с,, + A^cos -д)

В пределе нулевой намагниченности твердого те­
ла формулы (6-8) дают известные результаты [6]:

>• ‘ . (9)
Ро

Соотношения (9) остаются справедливыми и в слу­
чае ортогональной ориентации магнитного поля к 
волновому вектору {ft = п/2) при произвольной на­
магниченности. При ft = 0 скорости распростране­
ния поперечной и квазипоперечной волн, описы­
ваемые соотношениями (6), (8), совпадают.

Отметим, что при ft = 0 из последних двух урав­
нений системы (5) следует, что упругая волна, 
скорость которой определяется формулой (7), яв­
ляется чисто продольной, а упругая волна, ско­
рость которой определяется формулой (8), -  чис­
то поперечной. Индекс “А” в обозначении скоро­
сти поперечной волны (6), использован потому, 
что данная волна является точным аналогом 
альфвеновской волны в магнитной гидродинами­
ке [8] и феррогидродинамике [1-3]. Действитель­
но, в пределе р — -  0, который отвечает намагни­
чивающейся жидкости из выражения (6) непо­
средственно следует с* °с m0cosi3, что совпадает с
выражением для скорости распространения 
альфвеновской волны в магнитной жидкости с 
вмороженной намагниченностью [1-3]. В даль­
нейшем изложении эту волну будем называть мо­
дифицированной поперечной волной.

Экспериментальные исследования влияния 
магнитного поля на скорость распространения 
ультразвуковых волн обычно проводятся с ис­
пользованием методик, основанных на измерении 
относительного изменения скорости ультразву­
ка. Поэтому преобразуем выражения (6-8) к виду

А С/ C f - C u t

со I со I 2 с0/
2 . 2

1 / а 2 . 2(AvCOS T>-Q  +
( 10)

+ (q  + Aj COS f t ) J  1 -  Asin2$);

Ac, c, -  c0,
C0 r c0 r 2 c)t

2 . 2

1 / 2  . 2 л {cd + A9cos ft

( 11)

- ( q  + A^cos f t ) J  1 - A sin2£);

—' cos2 ft

и рассмотрим характер полученных зависимостей.
Для оценочных расчетов используем следую­

щие значения параметров: р0 = 8.8 г/см3, сш = 5.5 х 
х 105 см/с, с0г = 3 х 105 см/с, К = 0, т5 = 55 Гс. Эти 
значения физических величин соответствуют ни­
келю [9]. Зависимость удельной намагниченнос-
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(Д с/с'о) х 103

Рис. 1. З а в и с и м о с т ь  в е л и ч и н ы  о т н о с и т е л ь н о г о  и з м е ­
н е н и я  с к о р о с т е й  у п р у г и х  в о л н  о т  н а п р а в л е н и я  и х  р а с ­
п р о с т р а н е н и я  в у с л о в и я х  м а г н и т н о г о  н а с ы щ е н и я .

I  -  к в а з и п р о д о л ь н а я  в о л н а ;  2  -  м о д и ф и ц и р о в а н н а я  
п о п е р е ч н а я  в о л н а ;  3 -  к в а з и п о п е р е ч н а я  в о л н а .

ти от внешнего поля аппроксимируем простым 
соотношением:

то = ms th

Экспериментальные данные для никеля удовле­
творительно описываются при Я* = 700 Э.

Пусть твердое тело является изотропным и в 
магнитном отношении, поэтому положим (5, = 
= 2р2= 106 г2/см6 и К = 0.

На рис. 1 показаны угловые зависимости отно­
сительного изменения скорости продольных волн 
(кривая 7), рассчитанная по формуле (10), и попе­
речных волн (кривые 2,5), рассчитанные по фор­
мулам (12), (11), соответственно. Представлен­
ные зависимости соответствуют случаю магнит­
ного насыщения (т0 = ms). Отметим, что угловые 
зависимости поперечной и модифицированной 
поперечной волны существенно различны, что 
может быть использовано при эксперименталь­
ной проверке предлагаемой теории.

Влияние намагничивающего поля на относи­
тельное изменение скорости распространения уп­
ругих волн проиллюстрировано на рис. 2, 3. Кри­
вые на рис. 2 описывают случай параллельной 
ориентации волновых векторов и напряженности

(Дс/с‘о) х 103

Рис. 2 . З а в и с и м о с т ь  в е л и ч и н ы  о т н о с и т е л ь н о г о  и з м е ­
н е н и я  с к о р о с т е й  у п р у г и х  в о л н  о т  н а п р я ж е н н о с т и  м а г ­
н и т н о г о  п о л я  п р и  £  =  0 .

1 -  к в а з и п р о д о л ь н а я  в о л н а ;  2 -  к в а з и п о п е р е ч н а я  
в о л н а .

намагничивающего поля, т.е. тЗ = 0°, а кривые на 
рис. 3 соответствуют случаю тЗ = 30°. На обоих 
рисунках кривые с номером 1 относятся к квази- 
продольной волне, кривые с номером 2 -  квазипо- 
перечной волне и кривые с номером 3 -  модифи­
цированной поперечной волне. Заметим, что в 
случае параллельной ориентации волновых век­
торов и напряженности намагничивающего поля 
относительное изменение скорости распростране­
ния поперечной и модифицированной поперечной 
волн полностью одинаково, поэтому кривые 2, 3 
на рис. 2 совпадают.

Сравнение представленных результатов с из­
вестными экспериментальными данными, обзор 
которых содержится в монографиях [9,10] позво­
ляет утверждать об их полном качественном со­
гласии. Обратим внимание на то, что вплоть до 
настоящего времени не было дано объяснения 
факта, что в поликристаллическом никеле внеш­
нее магнитное поле вызывает увеличение отно­
сительного изменения скорости поперечных волн 
в 2-3 раза большее, чем относительное измене­
ние скорости продольных волн, причем насыще­
ние для сдвиговых волн наступает при больших 
значениях напряженности магнитного поля [11].

Как видно из рис. 4, эти результаты полностью 
описываются предлагаемой теорией. Кривые 7, 2
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(А с/с0) х 103

Рис. 3 . З а в и с и м о с т ь  в е л и ч и н ы  о т н о с и т е л ь н о г о  и з м е ­
н е н и я  с к о р о с т е й  у п р у г и х  в о л н  о т  н а п р я ж е н н о с т и  м а г ­
н и т н о г о  п о л я  п р и  д  =  30 ° .

1 -  к в а з и п р о д о л ь н а я  в о л н а ;  2  -  к в а з и и о п е р е ч н а я  в о л ­
н а ; 3 -  м о д и ф и ц и р о в а н н а я  п о п е р е ч н а я  в о л н а .

(Ас/с0) х 103

Я, Э

Рис. 4 . С р а в н е н и е  т е о р е т и ч е с к и х  р е з у л ь т а т о в  с  э к с п е ­
р и м е н т а л ь н ы м и  д а н н ы м и  [10 ]: о т н о с и т е л ь н о е  и з м е ­
н е н и е  с к о р о с т и  р а с п р о с т р а н е н и я  п р о д о л ь н о й  ( • )  и 
п о п е р е ч н о й  в о л н  (■).

рассчитаны по формулам (11), (10), соответствен­
но. При этом значения адиабатических констант 
магнитоупругой связи выбирались равными = 
= 1.45 х Ю6 г2/см6, (32 = 1.65 х  106 г2/см6.

Укажем также на качественное совпадение те­
оретических результатов с экспериментальными 
данными работы [12], посвященной измерению 
скорости распространения продольных ультразву­
ковых волн в аморфных намагничивающихся лен­
тах, однако точного количественного сравнения 
провести не удается из-за отсутствия в [12] основ­
ных физических параметров образцов, таких как 
плотность, намагниченность, модули упругости.

В работе [13] экспериментально установлено, 
что скорость продольных волн в магнетите в ши­
роком диапазоне температур при параллельной 
ориентации волнового вектора и напряженности 
магнитного поля больше, чем при ортогональной 
ориентации указанных векторов, что согласуется 
с нашими результатами.

В заключение сформулируем основные ре­
зультаты настоящей работы.

Показано, что в непроводящем твердом теле с 
вмороженной намагниченностью распространя­
ются волны трех типов: модифицированная попе­
речная волна, квазипоперечная и квазипродоль­
ная волны.

При Ф = 0 квазипродольная волна вырождает­
ся в чисто продольную, модифицированная попе­
речная волна и квазипоперечная волна сливаются 
в одну чисто поперечную волну.

Получено количественное согласие теорети­
ческих и экспериментальных результатов по за­
висимости скорости продольных и поперечных 
волн в поликристаллическом никеле от величины 
намагничивающего поля.
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