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Пульсации давления в турбулентном погра­
ничном слое (ТПС), возникающие вследствие не­
линейных взаимодействий вихревых компонент 
поля, исследуются во множестве теоретических и 
экспериментальных работ. Упомянем обзор [1], а 
также работы [2] и [3]. В то же время механизм 
линейной трансформации вихревых волн в про­
дольные на жесткой либо упругой стенке изучен 
в гораздо меньшей степени. Настоящая работа 
продолжает исследование [4] и посвящена связи 
пульсаций давления со сдвиговыми (вязкими) на­
пряжениями на стенке.

Для описания поля давления в ТПС воспользу­
емся уравнением Лайтхилла:

На самой стенке вследствие условия прилипания 
нелинейные члены в правой части будем считать 
пренебрежимо малыми сравнительно с линейны­
ми вязкими членами. Сперва учтем в правой час­
ти лишь линейный член, описывающий сдвиго­
вую вязкость:
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здесь (I -  коэффициент вязкости. Легко видеть, 
что правая часть уравнения (1) тождественно рав­
на нулю для сдвиговой (вихревой) компоненты 
поля скоростей, в которой вдали от стенки и со­
средоточена в основном энергия турбулентного 
потока, поскольку выполняется условие

Следовательно, в турбулентном потоке правая 
часть уравнения (1) отсутствует и по этой причи­
не отсутствует генерация пульсаций давления 
вязкими напряжениями. Следует оговориться, 
что речь идет об однородной жидкости. Если вяз­
кий параметр р(г) неоднороден вдоль жидкости, 
то сделанное утверждение не выполняется. Ситу­

ация меняется, однако, в пристеночной области, 
поскольку на стенке происходит генерация про­
дольной компоненты поля скоростей U(x,, t) 
вследствие отражения сдвиговой компоненты [4].

С помощью функции Грина для свободного 
пространства для компоненты Фурье р(со, х,) 
найдем:

p(m ,x,) = | G ( m , | x , - j , | ) | ^ - d 3y -

Г f dl *oi А/ з
= J G "3yTd Щ  эРГd у = 0

BG дТк1
(4)

G =
1 exp(ik0r)

4 к г = |х - у | ■ *0 = (5)
С

Равенство нулю правой части выражения (4) 
обеспечивается вкладом обоих интегралов -  по­
верхностного и объемного.

Учтем теперь в поверхностном интеграле в (4)
вклад компоненты T!ik, соответствующей про­
дольной компоненте поля [5]:

г ' -  0 п (ди< 1X ЭмЛ г*  ди'
Tik - 2 ЧэЛ З8'*э J  С8 ,*Эу, = - а ik ( 6)

(£ -  вторая вязкость).
Генерируемые компонентами вязкого тензо­

ра Tlik пульсации давления описываются выра­
жением:

р{<ъх,) = jG ( m , |x - y |) ^ p ( d s ) .  (7)
а

S

Интегрирование ведется по плоскости стенки. 
Компоненты вектора скорости можно выразить 
через скалярный потенциал:

7 1 7

mailto:bvp@akin.ru


718 - РЫБАК

Соответственно [5]: На границе z = 0 суммарная компонента вектора 
скорости, состоящая из сдвиговых падающей v, и 
отраженной w, и продольной и,:

(9)

Связь пульсаций давления с потенциалом (р най­
дем из уравнения Навье-Стокса:

Ро
Э-ф _ _ Эр + до'н

d t d x ;  д х I  д х к

а  ̂+ (Х+2< Л̂  (10)

р  = _р057 + (^  + 2^ )А(Р- 

Из соотношения (10) и уравнения непрерывности

д р  2 .
^  = - р 0с Аф, ( И )

следует волновое уравнение для продольных 
волн в вязкой среде:

2

2. Э-ф А
c i Аф -  —т  = 0.

ot
( 12)

Здесь оператор

^  = Г н ^ - « +1 4  ,.«Ч>
Связь Фурье-образа потенциала с соответствую­
щими величинами на стенке дается формулой 
Кирхгофа |6|:

ф(со, Xj) = “ j ( ( P ^  _ 5п)с(с°> k . -J il ds,

r ,  1 /• Ч CDG = - - — exp(/qr), q =

(14)

4лг c,(co)

Производные в (14) берутся по нормали к потоку. 
Существенно отметить, что в приближении, ког­
да плоская бесконечная стенка является единст­
венной границей потока, вместо (14) имеет место 
более простое выражение:

Ф(со, X , )  =  J<p„2G(ds) (15)

V /  +  W ;  +  И ;  =  0

v t = v 0,exp i(kxx + kzz),

Wi = w0iexpi(kxx -  kzz), и-, = u0ie\p i(kxx

Выполняются соотношения [5]: 
для сдвиговых (вязких) волн:

k 2x +  k 2z = k2 = ^ с ,
ц

для продольных волн:

, 2 , 2  2  СО
К  + 4z = ч =

(16)

qzz).

(17)

С|(С0)
(18)

Выразим все компоненты скоростей на границе че­
рез горизонтальную компоненту падающей сдвиго­
вой волны с помощью соотношений (16Н18):

-  КЧг + 1.Vv : = - v , и

к  _ 2  к
W z =  f w . x ,  U x  =  i k x  ф  =  — ^ V , (19)

2 к а
u z =  - i q ;  Ф = - ^ v ,  v  = v x ,  А = k z q z + к ] .

Теперь нетрудно связать пульсации сдвиговых на­
пряжений на стенке с потенциалом ф:

о,- = c'iz( v )  + a'iz(w) + a'iz(u). (20)

С помощью соотношений (2), (6), (9), (10), (18) и
(19) получим:

< 4(v) = i£ (k 2z - k 2x)v ,  a'x;(w) = < ( v ) ,
(21)

/ 2& с2G.t.(M) = 2 \ U c x q z ( p ,  cp = /—V , р = /роСО-^ф.
Л с,

Просуммировав все три компоненты а х:, согласно
(20) , найдем:

« .  -  ̂ х с
(22)

С помощью (22) можно теперь найти пульсации 
давления, генерируемые сдвиговыми напряжени­
ями в турбулентном пограничном слое на стенке:

К с 2p(to ,kxq:) = ~ o xz((0 , kx kz qz).
<7:С,

(23)
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Соотношение (23) выражает пульсации давления 
непосредственно и только через касательные на­
пряжения на стенке, корреляционная структура 
которых поддается измерению (см. работу [7]). 
Таким образом, связь пульсаций давления в ТПС 
с пульсациями касательных напряжений стано­
вится более прозрачной, чем это формулирова­
лось ранее (например в [8]).

Полученные выше выражения легко обоб­
щить на случай падения плоской волны под про­
извольным углом ф к системе декартовых коорди­
нат на плоскости XY:

Для этого следует произвести замену:

кх—► kxcosty + /:vsin0 = kh

кх = kt costy, к у = Л/sin ф (24)

k ,v  —*  k,v„ а хгк х  —  а х,к х + о у:ку.

Связь спектральной интенсивности пульсаций 
давления на стенке со спектральной интенсивнос­
тью компонент тензора вязких напряжений сле­
дует из (23):

( р ((Я, кх, ку, qz)p * (со, к„ kv, q7)) =Г

= ± с-  <|kxo xz + kyc yz\2).
(25)

Величины а,, в (25) определяются согласно выра­
жениям (20)-(23). Отметим, что вязкие напряже­
ния возникают также на податливой границе, на­
пример, если граница является упругой пластин­
кой. В этом случае изгибные и продольные 
колебания пластинки определяются совокупнос­
тью компонент тензора вязких напряжений о,, в 
согласии с правыми частями уравнений (14) рабо­
ты [9]:

Zvv -
Eh*

12(1- v 2)
к4х -  р/гсо2.

г ии  = о . , - V .
xz 1 - V

ikxh(ozz- p ),

Z v - Eh .2 , 2:— - А - р ь ы  .
1 -  V"

Здесь v -  коэффициент Пуассона. Соотношения 
(26) приведены для Фурье-компонент продоль­
ных смещений пластинки U и поперечных -  W.

В правых частях уравнений (16) должны в этом 
случае стоять величины -  /со(/ для горизонталь­
ных компонент поля скоростей и -  iodW -  для

вертикальных. Все найденные выше величины 
могут и в этом случае быть определены, если до­
бавить соотношения (26). В частности, амплитуда 
пульсаций давления на стенке теперь равна:

2 k xv - i a ( - k xU  + k , W ) c 2
Р  = —рсо ----------^ ------- — -2. (27)

А с х
Если теперь к упругой стенке приложить сторон­
ние добавочные напряжения о ',  и а | .  такие, что­
бы числитель в (27) обратился в нуль, то обратит­
ся в нуль и соответствующая Фурье-компонента 
пульсаций давления р(со, к). Если же

< 4  =  "  ° z z  +  Р >

®xz ~
то обращаются в нуль продольные и поперечные 
колебания упругой стенки U и W  для той же ком­
поненты (со, к). Разумеется, возможность такой 
компенсации в полосе частот требует отдельного 
анализа.

Работа выполнена при поддержке Российского 
фонда фундаментальных исследований (грант 
№ 99-02-16161 а) и ИНТ АС (грант № 99-0088).
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