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Теоретически исследованы поперечные акустические волны, существующие на границе двух пьезо­
электрических полупространств, разделенных слоем вязкоупругой жидкости. Рассмотрены три 
комбинации слоистых структур с разным числом металлизированных поверхностей раздела. Пока­
зано, что в каждой такой структуре существуют два типа волн, локализованных вблизи границ раз­
дела и отличающихся как структурой, так и зависимостями комплексных волновых чисел от часто­
ты или толщины щели. Дано описание свойств этого семейства щелевых волн.

На границах двух пьезоэлектрических полупро­
странств, разделенных зазором, могут существо­
вать так называемые щелевые волны [1-3]. Это 
поперечные акустические волны со смещениями в 
плоскости границы раздела. Волны пьезоактивны. 
Их энергия локализована у границ полупрост­
ранств, она экспоненциально спадает при удалении 
в обе стороны от зазора вглубь среды. Механичес­
кие сдвиговые деформации в среде связываются 
через зазор только посредством электростатичес­
кого пьезополя, сопровождающего волны.

Если зазор заполнить жидкостью, то свойства 
волн, их фазовая скорость, затухание, глубина ло­
кализации изменятся и будут зависеть от свойств 
жидкости, ее диэлектрической проницаемости, 
вязкости и упругости. Увеличится многообразие 
типов волн. Щелевые волны в данном случае су­
ществуют и при металлизации одной или обеих 
поверхностей. Действительно, металлизация при­
ведет к разделению пьезополя в двух полупрост­
ранствах, но не разрушит механическую связь 
между колебаниями в разных полупространствах.

Волны этого типа могут оказаться практически 
полезными для разработки датчиков механичес­
ких и электрических свойств жидкостей [4]. Про­
тотипы таких датчиков описаны в работах [5-8].

В данной работе дан теоретический анализ ще­
левых волн на границе двух пьезоэлектрических 
полупространств, разделенных слоем вязкоупру­
гой жидкости.

Рассмотрим слоистую структуру, состоящую 
из двух полупространств, заполненных средой, 
которая обладает пьезоэлектрическими свойст­
вами такими, как у кристаллов класса 6 (рис. 1). 
Кристаллографическая ось Z, ось симметрии 6-го

порядка, направлена перпендикулярно к  плоско­
сти рисунка и направлению распространения вол­
ны. При этих условиях механические смещения U 
вдоль оси Z и потенциал ф электростатического 
поля в средах 1 и 2 будут удовлетворять, соответ­
ственно, волновому уравнению и уравнению Ла­
пласа, которые являются следствием общих урав­
нений теории упругости и электростатики для 
сред 1 и 2:

д 2 и

d t 2
=  С 4 4 ( 1  + К 2)AU,

( 1)
A (e„<p-e15t/)  = о,

где оператор Д = —г + —т, К2 =
2

* 1 5 е15 -  пьезо-
Э х z  д у * е 1 1 С 4 4

электрическая постоянная, £п -  диэлектрическая 
проницаемость, си  -  упругая постоянная. В даль­
нейшем все величины, относящиеся к средам 1 
или 2, будем отмечать соответствующими ин­
дексами 1, 2, снимая тензорные индексы для ма­
териальных параметров (см. рис. 1). В жидкости 
механические смещения t/0 и потенциал элект­
рического поля <р0 удовлетворяют соответствен­
но волновому уравнению и уравнению Лапласа:

Ро
э Ч — c0AU0,

( 2)dt2 
Аф0 = 0,

Ро -  плотность жидкости, £q _ диэлектрическая
проницаемость жидкости, с0 = с'0 + icJJ -  упругая
постоянная вязкоупругой жидкости. В частном 
случае вязкой жидкости с0 = /саг), со -  циклическая
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частота, р  -  вязкость жидкости. На границах по­
лупространств 1, 2 и жидкости (у = О, И) удовле­
творяются условия непрерывности механическо­
го смещения и сдвигового напряжения:

Э . .  Э Э , ,  (3)
С1 2 д у и 1,2 +  е 1 , 2 ^ , 2  ~  CO f y U 0 \y = 0'_ h-

Металлизированная поверхность характеризуется 
нулевым значением электрического потенциала:

(4)

персионное уравнение относительно неизвестно­
го волнового числа к:

d \d2 ~ d 12^21 — О, (8)
где

^1,2 -  (1 + ^1,2)К1,2“

^01 + Ц + с М № ) ) ±  + ^ - K 0cth(|*|/i),
(9)

'О

ф>.2 = 01 =0,h *
А = (1 + ^cth (|fc |A )^ l + ^cth(|/c|A) ] -

На границе, свободной от металлизации, должны 
выполняться условия непрерывности потенциала 
и нормальной компоненты вектора электричес­
кой индукции:

8,е1 с2 1
( 10)

4  sh2(\k\h)

d i2
—

с0 к0 К2 \к\ П  
.c,sh(|ife|A) 12sh(|A|A)A/

£ l , 2 9 l , 2  +  * 1 , 2 ^ 1 , 2  “  £ о Ф о

(5)
у  = о,-Л

Рассмотрим, прежде всего, металлизированные 
поверхности. Поиск решений, удовлетворяющих 
уравнениям (1), (2) с граничными условиями (3), (5), 
соответствующим неметаллизированным поверх­
ностям, проводился стандартным образом (см., на­
пример, [3]). Решения уравнений (1), (2) в виде

{/, = A ,exp(i<Dr-ifo:-K .y), у > 0 ,

U2 = A2e x p ( i c o t - i k x - K l(y + h)), y < - h ,

<Pi---- (/, = а,ехр(гсш - ikx =f |£|y), y > 0 ,
£i

(6)
Ф г -— U2  = а2е х р ( Ш  -  ikx т\к\(у + h)), y < - h ,  

E 2

и

U0 = Ame x p ( i m  -  ikx -  K0y) +

+ A02exp(/co? -  ikx + K0y), 0 > y > - h ,  

(p0 = a0le x p ( i m -  ikx - \k\y)  +

+ a02e x p ( i m - i k x  + |£|y), 0 > y > - h

(7)

подставляются в граничные условия (3), (5). В вы­
ражениях (6), (7) введены обозначения:

К, = J k 2 -  к], к ; = co/v„ i = 0, 1,2,

vo -  Vc</Po> v 1,2 -  -vci,2/P i,2( l  + ^ ’1,2)»

\k\ = *fk,  K l2 = 2/(ег 2c12).

Получается система 8-ми линейных уравнений с 
8-ю неизвестными. Условие существования не­
тривиального решения этой системы уравнений, 
равенство нулю определителя системы дает дис-

2̂1 “  I ~
со К0_________  \к\ п
c2sh(|&|/i) 1V2lsh(|Jfc|A)A/

- К ( П )

V 2 -

12 в|С,'
К1 -  е 'ег 

г'
Коэффициенты в формулах (6), (7) имеют значения:

А, = А, А2 = ± а  А,  а  =

а 1 = -  — ( \  + — cth(|Jfc|A)')±e2

Г  )̂ 21 
d2d nа "I А

а-, =

£i

I 2
е2

■о e0sh(|£|/t)JA’ ( 12)

е
ёо

Т— ( 1 + — cth(|A:|/z) 1 + — 1 ЗА- —
e0sh(|A|A)jA’

Aqi -

А02 -

2sh(K0/2) 
-A

(ек°Л =f а ) ,

2sh(K0A) (e~K°h? a ) ,

(13)
a 0 \  -

А  Г \k\h £1 e 2 ~\

= 2 ih» )L e ‘ " - ‘b + t t * } -

„ А Г -wa et e2 л
02 -  2sh(WA)L“ e ° i+ a 2 _ i ; ± r 2(XJ ’

где A -  произвольная постоянная.
Возможны два варианта взаимной ориентации 

кристаллографических осей Z  кристаллов: 1) оси 
направлены в одном направлении, и 2) оси направ­
лены в противоположных направлениях. Чтобы 
перейти от первого варианта ко второму везде в 
формулах (8), (13) следует изменить знак пьезо­
электрической постоянной: е2 => -е2.

Если среды 1 и 2 одинаковы, то, как следует из 
выражений (9), (13), a  = 1 и Л, = ±Д2, а, = ±а2. Рас­
пределения механических и электрических полей 
в полупространствах 1 и 2 тождественны и могут
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Таблица 1

Параметр Bi12GeO20 Вода 90% р-р Глицеринг г
С [кг/(мс2)] 2.7 х Ю10 1.97 х 105/ 4.5 xlO’ i 2.6 x lO 'i
е 44 80 58 56
р, 103 [кг/м3] 9.23 1 1.23 1.26

отличаться лишь знаком. Знак “+” соответствует 
симметричной волне (s-волна), знак -  анти­
симметричной (а-волна). Схематически распреде­
ление механических смещений показано на рис. 1. 
Дисперсионное уравнение (8) упрощается и при­
нимает вид:

а = ф \— — +
sh(|fc|/i) + — ch(\k\h) ±  —8

8о ео (14)
£о ( ± l - c h ( K 0 / i ) )

с ,  0  s h ( K 0ZO

Постоянная 8 = 1 ,  если оси Z кристаллов сона- 
правлены, и 8 = -1 , если их направления противо­
положны. Первое слагаемое в правой части урав­
нения представляет воздействие пьезоэффекта, 
второе слагаемое дает вклад механической на­
грузки со стороны жидкости в зазоре между полу­
пространствами.

Обозначим правую часть (14) как k j (h , к). Если 
корень уравнения (14) мало отличается от к х, то, 
как видно из уравнения (14), он приближенно равен

к ~ к \  . 1 / 2( м , ) 4 

5 (1
Формула (15) дает хорошее совпадение с точ­

ными значениями для реальной части волнового 
числа, но может давать достаточно большие от­
клонения для мнимой части волнового числа. Не­
применима формула (15) при малых толщинах за­

зора, когда волновое число расслаивается на два 
значения и может сильно отличаться от кх.

Точные аналитические решения трансцен­
дентного уравнения (8) отсутствуют. Результаты 
численного компьютерного расчета для частоты 
30 МГц приведены на рис. 2, 3. При расчете пред­
полагалось, что среды 1 и 2 -  это кристаллы гер- 
маната висмута (BiI2GeO20), класс симметрии 23,
срез (110), направление распространения [110]. 
Слой жидкости -  это глицерин, вода и 90% рас­
твор глицерина в воде. Использованные при рас­
четах параметры твердого тела и жидкостей при­
ведены в т а б л .1.

Как показывают графики, волновые числа 
всех щелевых волн -  комплексные величины, т.е. 
волны -  затухающие. Как правило, реальные ча­
сти волновых чисел больше волнового числа объ­
емной поперечной волны к{ = 1.1088 х 105 м-1. 
Следовательно, волны поверхностные, их меха­
нические смещения и электрические поля лока­
лизованы вблизи границ раздела. При достаточно 
большой толщине слоя симметричные (s-волны) 
и антисимметричные (a-волны) волны не разли­
чимы, их волновые числа практически совпадают 
и соответствуют поперечным поверхностным 
волнам на границе пьезоэлектрика с жидкостью. 
Поведение волновых чисел в зависимости от тол­
щины слоя жидкости зависит как от типа волны 
(s- или a-волна), так и от взаимной ориентации 
кристаллографических осей Z. Рассмотрим вари­
анты 1) и 2) отдельно.

Вариант 1). Оси Z -  сонаправлены (рис. 2а, 26). 
При уменьшении толщины слоя антисимметрич­
ные волны сначала замедляются (Rек увеличива­
ется), а при очень малой толщине слоя порядка 
микрона на частоте 30 МГц резко увеличивают 
фазовую скорость (Reк уменьшается). Симмет­
ричная волна при h — *• 0 переходит в объемную 
поперечную волну, распространяющуюся вдоль 
поверхности. Интересно отметить, что при ма­
лых h фазовые скорости s-волны и a-волны могут 
оказаться равными, на рис. 2а равны Rек. Однако 
при этом остаются неравными мнимые части вол­
новых чисел 1тк9 и полного вырождения волн не 
происходит. Затухание щелевых волн обусловле­
но только вязкостью жидкости, если фазовая ско­
рость волн меньше фазовой скорости объемной 
поперечной волны. При нарушении этого усло­
вия, как это наблюдается у a-волны, дополни­
тельный вклад в затухание вносит излучение

А К У С Т И Ч Е С К И Й  Ж У Р Н А Л  т о м  4 7  №  6  2 0 0 1
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Re (к), м 1

Рис, 2. Зависимости действительной (а) и мнимой (б) 
частей волнового числа от толщины слоя жидкости 
для симметричной (кривые 1-3) и антисимметричной 
(кривые 4-6) щелевых волн. Кривые 1,4  соответству­
ют слою глицерина; 2 ,5  -  90% раствору глицерина в 
воде; 4 , 6 -  воде. Два неметаллизированных полупро­
странства, оси Z  -  сонаправлены.

0 10 20 30 40 50 И, км

Рис. 3. Зависимости действительной (а) и мнимой (б) 
частей волнового числа от толщины слоя жидкости 
для симметричной (кривые 1-3) и антисимметричной 
(кривые 4-6) щелевых волн. Кривые 1,4  соответству­
ют слою глицерина; 2, 5 -  90% раствору глицерина в 
воде; 4 , 6 -  воде. Два неметаллизированных полупро­
странства, оси Z -  противоположно направлены.

энергии в полупространство, волна становится 
“вытекающей”.

Вариант 2). Оси Z -  противоположно направ­
лены (рис. За, 36). В данном случае при уменьше­
нии толщины слоя жидкости замедляются симме­
тричные волны (s-волны), переходящие в пределе 
h — ► 0 в поверхностную волну на границе двух 
кристаллов, описанную в работе [8]. Антисимме­
тричные волны при уменьшении h вырождаются, 
как и в первом случае, в объемную поперечную 
волну, отходящую к границе. Затухание s-волн 
стремится к нулю по мере уменьшения толщины 
слоя.

Если обе поверхности твердого тела металли­
зировать, то, очевидно, электрическая связь меж­
ду полупространствами исчезнет. Дисперсионное 
уравнение несколько упростится:

d td 2- d 2 = 0, (15)

где d U2 = (1 + * Ь )К 1 .2-  К]л \к\ + —  KoCth(K0/i),
С 1,2

c l _  С0 К0
_y^Tsh(K0/0  ‘

Структура волны определяется соотношения­
ми (6), (7), где

Фо =  0,

а, = J + A , а2 = т—А, (16)

А  . K0h
А°' ~ 2sh(K0h)(e Т а ) ’
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A q2 -
—А . -к0А(е т а ) .2sh(K 0h)

В случае одинаковых свойств сред 1 и 2 d, = d2 
и дисперсионное уравнение примет вид:

(17)

Обозначив правую часть уравнения (17) как 
kjmih, к), найдем приближенные корни уравне­
ния:

к ~ к уГ, . 1
*

1 2d  +  к Ъ ;

Численный расчет корней уравнения (17) для тех 
же, что и выше параметров, дает результаты, 
приведенные на рис. 4а, 46.

-1Rе(£), м 
111800

111600-

111400 -

(а)

/ \  /

!r ZI ч___/___________

111200 -

111000 -

1ш (к), м-1

Рис. 4. Зависимости действительной (а) и мнимой (б) 
частей волнового числа от толщины слоя жидкости 
для симметричной (кривые 1-3) и антисимметричной 
(кривые 4-6) щелевых волн. Кривые 1 ,4  соответству­
ют слою глицерина; 2 ,5 -  90% раствору глицерина в во­
де; 3 ,6 -  воде. Две металлизированные поверхности.

Все отличия в поведении волновых чисел ще­
левых волн в двух анализируемых случаях обус­
ловлены разным характером связи. При свобод­
ных границах два полупространства связывают 
как механическая вязкая связь (может быть и вяз­
ко-упругая), так и электрическая связь, возника­
ющая вследствие взаимопроникновения пьезопо­
лей из одного полупространства в другое. Метал­
лизация разрывает электрическую связь, и на 
параметры щелевых волн при изменении толщи­
ны зазора влияют лишь механические свойства 
жидкости.

Отметим главные отличия. Слабовязкая жид­
кость, например, вода, не вызывает заметного 
расслоения дисперсионных кривых на s- и а-вол- 
ны при металлизированных поверхностях, тогда 
как в первом случае на свободных от металлиза­
ции границах это расслоение явно выражено. Рас­
слоение на s- и a-волны при свободных границах 
наступает при большей толщине слоя жидкости, 
чем при металлизированных поверхностях, что 
указывает на большее “дальнодействие” элект­
рической связи по сравнению с вязкой.

Пусть металлизирована только поверхность 
второго полупространства. Дисперсионное урав­
нение имеет вид (15): d xd2 -  d1 = 0, где

d ^ i l + K ^ - K ] 1*1

1 + — tanh(|£|/0 
ео

+ ~K 0costh(K0/0,
ci

d2 = (1 + К1)к2-К1\к\  + — K0costh(K0ft), (18)
^2

о ко
CiC2sinh(K0/i) '

d =

Структура волны определяется выражениями 
(6), (7) с коэффициентами:

А, = А, А2 = ±аА, а  = -гdA
d2

a i =
1 А

Е] 1 + —tanh(|£|/z)
ао = 4 - а А ,

£ 2

(19)

'0
А , к0 и(е та),

^ 0| 2sinh(K0/z)

л “ А , —К0А .
^02 -  г.\(е - ta) .2sh(K0A)

№ (20)

aoi -  е \e0ch(\k\h) -ь Bjsh(|A:|/г)
-Ш

А,

а02 ~ ~е \В0сЬ(|А:|/г) + е, sh(|A:| /г)‘
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При одной металлизированной поверхности, как и 
при двух, прямой электрической связи между по­
лупространствами нет. Однако в данном случае ди­
электрические свойства жидкости все-таки влия­
ют на волновые числа щелевых волн. Это следует 
из зависимости d\ от Eq.

У щелевых волн в слоистой структуре с одной 
металлизированной поверхностью имеются свои 
особенности. Прежде всего, заметим, что сама 
структура несимметрична, и коэффициент а  * 1 
(см. (19)) даже при идентичности сред 1 и 2. След­
ствием этого является отсутствие в этой структу­
ре в строгом смысле симметричной и антисимме­
тричной волн. Хотя по аналогии с предыдущими 
случаями будем считать, что верхний знак в фор­
мулах (19), (20) определяет “симметричную” 
волну, нижний -  “антисимметричную”.

Анализ формул (18) и результатов численного 
решения указывает на следующие особенности. 
На рис. 5а, 56 представлены волновые числа ще­
левых волн. Видны особенности в зависимостях 
Re (к) и Im(/:) от толщины слоя жидкости. При 
больших h волновые числа “симметричной” и “ан­
тисимметричной” волн не совпадают, а при умень­
шении h -  сближаются по величине. Разность меж­
ду Re (к) для s-волны и a-волны достигает миниму­
ма при вполне определенной для каждой жидкости 
толщине зазора й0,и  ПРИ дальнейшем уменьшении 
толщины h резко увеличивается. Причем эта тол­
щина h0 тем больше, чем выше значение вязкости 
жидкости. “Симметричная” щелевая волна при 
h — ► 0, так же, как в случае двух металлизирован­
ных поверхностей, обращается в чисто попереч­
ную поверхностную волну, локализованную вбли­
зи металлизированной поверхности.

Рассмотрим теперь свойства щелевых волн, 
обусловленные пьезоэффектом. Важной харак­
теристикой пьезоактивных поверхностных волн 
является коэффициент электромеханической свя­
зи К] = 2Аv/vf, где Д v  = (iy-  vm). Он равен удвоен­
ной относительной разности фазовых скоростей 
для волн на свободной (\у) и металлизированной 
поверхностях (v^). Этот параметр определяет эф ­
фективность возбуждения волн электродными 
преобразователями, расположенными на поверх­
ности. Щелевые волны, в отличие от поверхност­
ных волн, локализованы в области, прилегающей 
к двум поверхностям. Вследствие этого каждой 
щелевой волне можно сопоставить два коэффи­
циента электромеханической связи: один соот­
ветствует одной металлизированной поверхности

К)х = другой-двум, к)2 =V/ V > где
/

vm9 vmm ~ волновые числа щелевых волн в струк­
туре, соответственно, с одной и двумя металлизи-
рованными поверхностями. Введем также Ks3 =

= -----------  -  коэффициент электромеханичес­
ки

кой связи для щелевой волны в структуре с одной 
металлизированной поверхностью. Каждый из 
этих параметров зависит от типа волны, механи­
ческих и диэлектрических свойств жидкости и 
толщины слоя, ею занимаемой. Иллюстрацией
зависимостей K2si от толщины h слоя глицерина 
для некоторых щелевых волн является рис. 6.

Численный анализ и рисунок показывают, что 
максимальным коэффициентом электромехани­
ческой связи к] 2 , и при этом относительно слабо 
зависящим от /г, обладает симметричная волна 
при сонаправленной ориентации кристаллогра­
фических осей в двух полупространствах и анти­
симметричная волна -  в случае противоположно
направленных осей. Коэффициент K2sX, соответ-

Im (£), м 1

I----------- 1—
10 20 30 /г, мкм

Рис. 5. Зависимости действительной (а) и мнимой (б) 
частей волнового числа от толщины слоя жидкости 
для симметричной (кривые 1-3) и антисимметричной 
(кривые 4-6) щелевых волн. Кривые 1, 4 соответству­
ют слою глицерина; 2 ,5 -  90% раствору глицерина в во­
де; 3 , 6 -  воде. Одна металлизированная поверхность.
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Рнс. 6. Коэффициенты электромеханической связи. 

Кривая 1 -  К22 , s-волна, сонаправленные оси; 2 -

К22 у а-волна, противоположно направленные оси; 3 -
2  2 ATJj , s-волна, сонаправленные оси; 4 -  /С“, , а-волна,

г хЛпротивоположно направленные оси; 5 -  л л1, s-волна,

противоположно направленные оси; 6 -  К2̂  , s-волна, 
любая взаимная ориентация.

ствующий одной металлизированной поверхнос­
ти, обладает такими свойствами только для сим­
метричной волны в структуре с сонаправленны-
ми осями. Отметим также зависимости К2Ъ {К).
При достаточно большой толщине h  коэффици­
ент электромеханической связи отличен от нуля 
только для “антисимметричной” волны. Замет­
ные величины для “симметричной” волны на­
блюдаются лишь при определенной толщине 
слоя жидкости.

Таким образом, рассмотрены поперечные ще­
левые волны в слоистой структуре -  два пьезоэле­
ктрических полупространства и слой жидкости 
между ними. Получены выражения, полностью 
описывающие структуру волн, и проанализирова­
ны зависимости комплексных волновых чисел от 
толщины слоя и типа жидкостей. Показано, что 
эти параметры зависят или от механических

свойств жидкостей, как в случае двух металлизи­
рованных поверхностей, или от их механических 
и диэлектрических свойств. Для щелевых волн 
введены и вычислены два коэффициента элект­
ромеханической связи, соответствующие относи­
тельным изменениям фазовых скоростей при ме­
таллизации одной или сразу двух поверхностей.

Знание всех этих особенностей распростране­
ния щелевых волн может помочь в разработке 
перспективной методики измерения вязкоупру­
гих и диэлектрических свойств жидкостей.

Автор признателен Российскому фонду фунда­
ментальных исследований (грант № 00-02-16473) 
за поддержку работы.
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Shear Horizontal Acoustic Waves at the Boundary 
of Two Piezoelectric Crystals Separated by a Liquid Layer

P. A. Pyatakov

Transverse acoustic waves that occur at the boundary of two piezoelectric halfspaces separated by a viscoelastic 
liquid layer are studied theoretically. Three variants of layered structures with different numbers of metallized in­
terfaces are considered. It is demonstrated that two types of waves exist in each of these structures. The waves are 
localized near the boundaries and differ in both their structure and the dependences of the complex wave numbers 
on the frequency or the gap width. The properties of this family of shear horizontal waves are described.
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