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Получены интегральные соотношения, обобщающие интеграл Гельмгольца на случай неоднород
ной среды с произвольными значениями градиентов плотности и скорости звука в среде. Записаны 
выражения, определяющие интеграл Гельмгольца для задач, связанных с дифракцией, а также из
лучением звука в неоднородной среде. Показано, что для неоднородной среды в подынтегральным 
выражении появляется дополнительный множитель, зависящий от распределения плотности среды.

Интеграл Гельмгольца является одним из ос
новных средств вычисления звуковых полей в тео
ретической и вычислительной акустике. На его ос
нове успешно развивается большое направление, 
связанное с применением интегральных уравнений 
для решения задач излучения и дифракции звука 
(Boundary Element Method, или, сокращенно, ВЕМ). 
Этому методу посвящена обширная литература, 
насчитывающая многие сотни, а, возможно, и ты
сячи работ. Разработано большое число модифи
каций этого метода, которые, в основном, относят
ся к преодолению трудностей, связанных с появле
нием неопределенностей при волновых размерах 
тела, соответствующих собственных числам инте
грального уравнения. Ряд других хорошо извест
ных методов акустики (например, метод Т-матриц, 
метод вспомогательных источников) также осно
ван на применении интеграла Гельмгольца. Описа
ние основных методов, связанных с применением 
интеграла Гельмгольца, приведено в книге [1]. 
Большие обзоры литературы по этим вопросам и 
примеры применения интеграла Гельмгольца мож
но найти в статьях [2]-[9]. Широко применяется в 

^акустике приближение Кирхгофа (см., например, 
книгу [10]), основанное на упрощении интеграла 
Гельмгольца для тел больших волновых размеров.

В большинстве работ, связанных с применени
ем интеграла Гельмгольца, в подынтегральном 
выражении используется функции Грина для сво
бодного пространства, т.е. ехрЩ гх -  г2|)/(4я|гj -  г2|)
или i Н{0]) (ik\r] -  г2|)/4 д л я  трехмерного или двух
мерного случаев, соответственно. Здесь и далее 
используется зависимость от времени в виде 
ехр(-/со/). Однако в ряде случаев (см. например, 
статьи [ 11, 12]) целесообразно выбирать в качест
ве такой функции не поле источника в свободном 
пространстве, а поле источника в присутствии ка
кой-либо поверхности, что дает возможность сра

зу удовлетворить граничным условиям на этой 
поверхности. Вывод такого интегрального соот
ношения для задачи дифракции приведен в прило
жении к статье [11]. Соответствующее интег
ральное соотношение для произвольной функции 
Грина в подынтегральном выражении, фактичес
ки обобщающее интеграл Гельмгольца, мы для 
краткости также будем называть интегралом 
Гельмгольца.

Во всех известных нам работах интеграл 
Гельмгольца используется либо применительно к 
однородной среде, либо к неоднородной среде, в 
которой поле описывается приближенным диф
ференциальным уравнением Гельмгольца вида

Ap(r) + k2(r)p (r)  = - 5 ( r 0-  r)[-/cop(r0)<2], (1)

где Q -  производительность точечного источни
ка, находящегося в точке г0, р(г0) -  плотность сре
ды в точке, где находится источник, 5 -  дельта
функция. Предполагается, что в такой среде не
однородность создается за счет переменной ско
рости звука, а изменение плотности среды влияет 
на звуковое поле только в результате изменения 
скорости звука, соответствующего изменению 
плотности среды. Интеграл Гельмгольца для та
кой среды не отличается от обычного интеграла 
Гельмгольца для однородной среды. Этот подход 
может быть применен к слабо неоднородной сре
де, однако применимость его к сильно неоднород
ной среде не является очевидной. Несмотря на 
обилие работ в области использования интеграла 
Гельмгольца в акустике, нам не удалось найти вы
вод аналогичных соотношений для произвольной 
неоднородной среды, когда звуковое давление не 
описывается уравнением (1).

В произвольной неоднородной среде звуковое 
поле без источников описывается однородным 
дифференциальным уравнением, приведенным в
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книге [13] и содержащим дополнительное слагае
мое, зависящее от изменения плотности среды. 
Ниже записано это уравнение с добавлением в 
правой части члена, описывающего существова
ние точечного источника, расположенного в точ
ке Го,

Дгр(г0, г) + к~(г)р(г0, г) -  

^ g r a d rp(r)gradrp (r0, г) = 

= -5 (г0-г)[-гсор(г0)£>].

Здесь и далее в величинах, зависящих от двух ар
гументов, предполагается, что первый аргумент 
обозначает точку, где находится источник, а вто
рой аргумент -  точку наблюдения. Индекс г око
ло дифференциальных операторов означает, что 
дифференцирование производится по координа
там точки г.

В книге [13] указано, что пренебрежение тре
тьим слагаемым в левой части в ряде случаев мо
жет привести к грубым ошибкам, и приведена за
мена звукового давления на вспомогательную 
функцию, позволяющая исключить это слагае
мое. Такая функция имеет вид

V (r0, r )  = р( Го. г)
7 р (г )

(3)

Тогда после преобразований уравнение (2) приво
дится к следующей форме

Дгу (г 0, г) + К (г )у (г0, г) =

= — 5(г0 -  г ) [ - ■ Р( г о)И0-7 =
7 р (г) 4

(4)

нию, отличающемуся от уравнения (2) только за
меной г() на Г)

ArPctrj, г) + Г (г)рс(г„ г) -  

^ - jg ra d rp(r)grad,pG(r„  г) = 

= -б ^ -г Н -ч с о р С г ^ б ] .

(6)

(2) При помощи замены

УсСИ-г) =
Vp(r)

(7)

уравнение (6) приводится к виду

Дг\|/С(г„ г) + К2(г )у с(г„  г)

- ~ p ( r i ) e= - 8( r , - r ) |- / c o
(8)

Умножим уравнение (4) на \\fG(ru г), уравне
ние (8) -  на \|/(г0, г), вычтем второе из полученных 
соотношений из первого и проинтегрируем по 
объему V, расположенному между поверхностью 5 
и сферой большого радиуса 5^, причем интегриро
вание будем выполнять по координатам точки г. 
Получим уравнение

и |[Д Д |/(Г 0,Г)\)/с(Г„ Г)-У|/(Г0,Г)ДД/Г,(Г„ г)]dVr =
V

■ - Ш
—tcap(r0)6

Vp(r)
S(r0- r ) \ | /G( r 1, r)dVr+ (9)

+ J J J  it° P ( n )g 5(r |  _  г )¥ с ( г 0; r)dvr.
JJ,J Vp(r)

где

(5)

Далее повторим известный вывод интеграла 
Гельмгольца применительно к уравнению (4) от
носительно функции \|/, а затем вернемся к звуко
вому давлению.

Рассмотрим сначала задачу дифракции. Пусть 
необходимо найти звуковое давление в точке г,, 
возникающее в результате излучения звука точеч
ным источником, расположенным в точке г0, в 
присутствии поверхности S  (рисунок, а). Поместим 
в точку наблюдения вспомогательный точечный 
источник, имеющий производительность Q. Поле 
этого источника p G(r,, г) удовлетворяет уравне-

Интеграл по объему в левой части можно по вто
рой формуле Грина преобразовать к интегралам 
по поверхностям 5 и 5^, ограничивающим объем V. 
В силу принципа излучения, интеграл по поверх
ности S„ стремится к нулю при увеличении ради
уса сферы, поэтому остается интеграл по поверх
ности S. Интегралы в правой части вычисляются 
с использованием свойств дельта-функции. В ре
зультате получаем

V(r<,.r,) = ./гтг^¥с(г1 ,г0) + 1
Р(г,) -ie>Vp(r,)Q

Xя к
_ _чЭ ¥ с(г„г ) _чЭ у(г0,г )
го> г )---- =77--------V c;(r„r)-

(Ю)

Э/?;. Э п, dSr.
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Р а с п о л о ж е н и е  п о в е р х н о с т и , а  т а к ж е  т о ч е к  и з л у ч е н и я  и  п р и е м а  з в у к а , r j  -  т о ч к а  н а б л ю д е н и я , г  -  в с п о м о г а т е л ь н а я  т о ч 
к а ,  п о  к о т о р о й  в ы п о л н я е т с я  и н т е г р и р о в а н и е ,  а  -  з а д а ч а  о  д и ф р а к ц и и  з в у к а .  Т о ч е ч н ы й  и с т о ч н и к  р а с п о л о ж е н  в  т о ч к е  
г 0. б  -  з а д а ч а  о б  и з л у ч е н и и  з в у к а  п о в е р х н о с т ь ю  S.

Теперь можно вернуться к звуковым давлени
ям, используя формулы (3) и (7). После этого по
лучим

/>(г0, г , )  = р с ( Г„ г0) + - Т - - X

X Э д(г0, Г)-
( 11)

Последнее выражение является аналогом 
обычного интеграла Гельмгольца и отличается 
от него множителем 1/р(г) в подынтегральном 
выражении. Вспомогательная функция pG являет
ся аналогом функции Грина. На это обстоятель
ство указывает индекс G. Отличие функции рс от 
обычной функции Грина состоит лишь в норми
ровке, определяемой множителями в правой час
ти уравнения (6). Однако, если положить коэф
фициент в правой части уравнения (8) перед 
дельта-функцией равным 1, то соответствующая 
функция Грина не будет удовлетворять принципу 
взаимности в неоднородной среде и потребуется 
искусственное введение множителей, зависящих 
от отношения плотностей в точках приема и излу
чения звука.

Как следует из уравнения (8), амплитуда звуко
вого давления рс  пропорциональна плотности 
среды в точке г,. Поэтому фактически подынтег
ральное выражение в формуле (11) пропорцио
нально отношению плотностей среды в точках г ] 
и г. Если ввести соответствующую нормировку в 
правую часть уравнения (8), то можно исключить 
множитель 1/р(г) из подынтегрального выраже
ния, однако при этом функция рСг уже не будет 
описывать звуковое давление. По этим причинам 
использование вспомогательной функции рс, 
описывающей звуковое давление, излучаемое 
вспомогательным источником, имеющим ту же

производительность, что и у реального источни
ка, и расположенным в точке наблюдения г,, при
водит к более наглядному и физически обосно
ванному представлению поля, чем использование 
уравнения типа (8) с безразмерной правой частью 
или с введением указанной выше нормировки.

Заметим, что введение вспомогательного то
чечного источника звука, расположенного в точ
ке наблюдения, применялось ранее в работе [14] 
при выводе теоремы взаимности для упругих тел, 
при этом также использовалось представление в 
виде поля реального источника с заданной произ
водительностью.

Уравнение (11) справедливо для произвольно
го распределения плотности среды и, в частности, 
для кусочно-непрерывного распределения. По
этому оно может быть применено и для тела, ле
жащего на границе раздела двух однородных сред 
с различными параметрами.

Граничные условия на поверхности S учитыва
ются соответствующими отношениями звукового 
давления /?(г0, г) и его нормальной производной 
Эр(г0, г)/Эпг на этой поверхности. При этом функ
ция pG не обязана удовлетворять каким-либо за
ранее определенным граничным условиям. В ка
честве этой функции, например, может быть взято 
решение для свободного пространства в неодно
родной среде. Кроме того, для задач, связанных с 
определением полей дифракции звука на теле, 
расположенном вблизи упругой или импедансной 
границы, весьма удобно выбрать функцию р с в 
виде поля источника в присутствии такой грани
цы. Это дает возможность сразу удовлетворить 
граничным условиям на этой границе и интегри
ровать только по поверхности тела S. Аналогич
ный подход для однородной среды использовался 
в работах [11] и [12].
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Если устремить точку наблюдения г, на по
верхность тела и учесть импедансные или упругие 
свойства поверхности путем задания указанного 
выше отношения звукового давления р(г0, г) и его 
нормальной производной Эр(г0, г)/дпп то получит
ся интегральное уравнение относительно звуко
вого давления /?(г0, г).

Аналогичным образом может быть получено 
и решение задачи об излучении звука поверхнос
тью S в неоднородной среде. В этом случае необ
ходимо найти поле излучения звука поверхнос
тью при заданном распределении звукового дав
ления на поверхности или его нормальной 
производной, пропорциональной колебательной 
скорости поверхности (рисунок, б). Звуковое дав
ление в среде удовлетворяет уравнению, которое 
отличается от уравнения (2) тем, что в нем правая 
часть равна нулю и, кроме того, отсутствует зави
симость от г0. Оно может быть записано в виде

1
р(г)

Агр (г)  + к (г)р (г)  —

gradrp(r)gradr/?(r) = 0.
( 12)

При помощи замены

V (r)  = Щ  
7 р (г )

(13)

это уравнение приводится к виду

Дг1|/(г) + /Г ( г М г )  = 0, (14)

где Л?(г) определятся выражением (5). Дальней
шие преобразования не отличаются от преобра
зований, выполненных выше применительно к 
задаче дифракции. Поместим в точку наблюде
ния Г! вспомогательный источник, поле которого 
описывается выражениями (6)-(8). Умножим урав
нение (14) на \|/a(r i, г), уравнение (8) -  на у(г0, г), 
вычтем второе из полученных соотношений из 
первого и проинтегрируем по объему V, располо
женному между поверхностью 5 и сферой боль
шого радиуса 5^, причем интегрирование будем 
выполнять по координатам точки г. После воз
вращения от функций \|/ к звуковым давлениям, 
опуская промежуточные преобразования, полу
чим окончательно

p(>*i) =
1

-i(oQ
X

XЯ я # г)
дрс (Г|>г) 

Э пг -Р с (*  1>Г)
М  Г)' 

Эи

(15)
dSr.

Г -j

Последнее выражение можно рассматривать как 
интеграл Гельмгольца для неоднородной среды 
применительно к задаче об излучении звука по
верхностью. 1

Работа выполнена при поддержке Российского 
фонда фундаментальных исследований (грант 
№00-12-17840).
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Helmholtz Integral in the Acoustics of an Inhomogeneous Medium
iE. L. Shenderov

Abstract—Integral relations that generalize the Helmholtz integral to the case of an inhomogeneous medium 
with arbitrary gradients of its density and the sound velocity in it are obtained. Expressions that determine the 
Helmholtz integral for the problems related to the diffraction and radiation of sound in an inhomogeneous me
dium are derived. It is shown that, in the case of an inhomogeneous medium, an additional factor depending on 
the density distribution in the medium appears in the integrand.

ИНТЕГРАЛ ГЕЛЬМГОЛЬЦА В АКУСТИКЕ НЕОДНОРОДНОЙ СРЕДЫ
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